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第 一 章 预备 知识 


$ 1 特征 值 与 特征 向 量 


本 节 列 举 矩 阵 代数 的 几 条 熟知 的 定义 和 结论 . 

UML. Acc’, 如 果 存 在 4& C 和 非 零 向 量 x& Cr, 
使 得 Ax = Ax, Wr 叫做 4 的 特征 值 。x 叫做 4 的 属于 特征 值 ? 1 
的 特征 向 量 。 

4 的 所 有 特征 值 的 全 体 , 叫 做 4 的 谱 (spectrum), 1 记 作 (A). 

所 定义 1.1, ¿é 4(4) 的 必要 与 充分 条 件 是 | 

det(al — A) = 0, | 

pa) = det(41 一 A) 叫做 4 的 特征 多 项 式 .。 如 果 4 有 rr 个 

不 同 的 特征 值 24, +++, 4%;。 其 重 数 分 别 为 aa), , nC), Mi 
a= Jf aa, a; > 2, G = 2 


š =] 


Dn) =n, 


i=] 


其 中 oCh) 叫做 如 的 代数 重 数 .如 果 
rank(a,I — 4) =n — m(2,), 
则 mC) 叫做 4; 的 几何 重 数 ， CRA ART M 的 线性 无 关 特 
WEBER TEL, 显然 有 
1 < m(à,) SA) < s. 
定理 1.1。 设 4€C"** 有， 个 不 同 的 特征 值 和 1,.'', 1,, 其 
代数 重 数 分 别 为 n(%),…* ,2(2%)， 则 必 存 在 非 奇异 隆 pe Om, 
使 得 | 
PAP = J = diag(/,Ca.)°-+ f(a), (1.1) 


. 1 -o 


其 中 
LQ) = diag( J@'CA;), eee JP CA) € Causa Qp ， 1 <; < r, 
(1.2) 


Ai 1 l i 
JEC) — | `. . i i a CPAPA ag ap ， 1 =< k =< ki» (1.3) 
di: 


ky 


> mahi) = nC), l<i<r; 


并 且 除了 Ja a SkSk, 1=< =< r) 的 编排 次 序 可 以 改 
变 外 ,7 是 唯一 确定 的 。 
(1.3) 式 所 示 的 每 个 矩阵 J, (1 < k < k¿, 1 < ; < +) 
叫做 Jordan 块 ;和 矩阵 了 叫做 4 的 Jordan 标准 形 。 
”定理 1.1 FRY P Solos ass, 它 的 证 明 可 以 在 普通 的 
线性 代数 教程 中 找到 . | f 
定义 1.2， 设 Aec, 如 果 存 在 非 奇异 阵 Q < C"”", 使 得 


Q 'AQ = diag( A, - .. s 1,), 
则 4 TY Be ay At FH A Me CZ AY Bs REELE). 
易 知 下 面 5 PRL SS Ür: 


1) 4 是 可 对 角 化 阵 ， 
2) C 存在 由 4 的 特征 向 量 构 成 的 一 组 基底 ， 
3) 4 的 初等 因子 都 是 线性 的 ， 
4) 4 的 Jordan 标准 形 中 的 Jordan HRE 1 RS, 
5) m(2;) = n(2;), Wa; € ACA). 
定义 13。 设 4e Cr 如 果 AAF = ANA, WR AER 
阵 ; (以 下 简称 之 为 正规 阵 》; 如 果 42 一 4， 则 称 4 为 Hermite 
阵 ; 如 果 AT = 4 = 4, 则 称 4 为 实 对 称 阵 ; 如 果 AA = 1, M 
4 为 西 阵 ; 如 果 ATA = 1 HA 4 = A, WAKER. 
| 直面 的 定理 1.2 是 熟知 的 ($ 2 习题 4 提出 了 一 种 证 法 ). 
定理 1.2 (Schur CPE). j 4€ C”**， 则 存在 丁 阵 U, 使 得 
USAU = T, | (1.4) 


其 中 了 是 上 三 角 阵 ;而 且 适 当选 取 U TË TAL AC I EE 
aE JI PF HE, 
QARA oS TURARI Schur 上 三 ae 可 记 . 
T = A+ M, A= diagh, °", 2;), 
ARMARE AE WORE ERISA EEA. 
从 定理 1.2 可 得 
推论 1.1. ”下列 结 论 成 立 : 
D 4 是 正规 阵 < 所 > 存在 西 阵 U ,使 得 
UHAU 一 diag(1 ` ` ,1,), 
RN C* 存在 由 4 的 特征 向 量 构 成 的 标准 正 交 基 。 
2) 4 是 Hermite £ <> 4 EES, HA 1CA)CR, 
3) 4 是 西 阵 <> 4 是 正规 阵 ,; 并 且 
MAVECSHY = {16E G:]21] = 1). 
周 理 可 得 实 对 称 阵 和 实 正 交 阵 的 相 类 似 的 结论 。 
mw 1.4. 4 Aec” 是 Hermite W, oF 
xHAxw > 0, Vec, x = 0 
(或 x*Ax > 0, Vx € C), W 4HH IRE CREE )M. 
以 下 用 4 > 0 (4 > 0) 表示 4 是 正定 ( 半 正 定 ) 阵 ， 
没 Ae Ce" 为 Hermite Ë. 容易 验证 下 面 的 5 HIRE 
相等 价 的 : 
1) 4 是 正定 ( 半 正 定 ) 阵 ， 
2) 4 的 每 个 特征 值 >0( 之 0), o 
3) 4 的 每 个 主子 阵 都 是 正定 ( 半 正 定 ) 阵 。 
4) 4 的 每 个 主子 式 ( 即 主子 阵 的 行列 式 )>0( 过 0)， 
5) 对 任 一 X > 非 奇 异 阵 Q, 0740 是 正定 ( 半 正 定 ) 阵 . 


习题 


1 . 设 4 是 正规 阵 , 同 时 4 是 上 三 角 阵 。 证明 4 是 对 角 阵 . 
2. 设 4 为 可 对 角 化 阵 。 试 证 : 4 的 特征 值 丝 为 实数 的 必要 与 
充分 条 件 是 存在 正定 阵 五 ,使 得 HA 为 Hermite 阵 。 


3. 设 4e C*x”，4 的 所 有 特征 值 互 不 相等 。 则 4 的 特征 向 量 
构成 C 的 一 组 基底 . 

4. 设 AB 一 BA, HB ORS (HERR m、 使 得 
B” == 0). WH det( À + B) = det A. 


Ay Ay 、 
) ,其 中 A jj 均 为 方 阵 , 并 且 满 足 Anda = 


5. 设 4 一 ( 
Ax, An 


Andu. Ml 
detA = det( Ay dn 一 Andu). 


A a 
6. 设 det (y | |= 0, Mi 
ai a | 


det (ia +) (8 一 c)det4。 


7. 设 4 与 纠 询 为 可 对 角 化 阵 。 UE TS TR eS OT 

i) AB = BA, 

i) 存在 非 奇异 阵 X, 使 X-L4X 与 X-:BX 同时 为 对 角 阵 ， 

ii) 存在 一 个 可 对 和 角 化 阵 C 及 一 对 多 项 式 p(4) 5 40), 使 
得 A= p(C) M B = 4(C). 

5. 至 少 给 出 两 种 不 同 的 方法 ,计算 行列 式 deC — cnn), = 
中 ave Cs, c€ C. 

a 证明 AB 与 BA 的 特征 多 项 式 除了 一 个 :的 喜之 外 是 相 
等 的 ， 

Wik H, JEEE, H, 是 与 H, 同 阶 的 Hermite ËF, 试 证 : 
H, + 妃 ， 为 正定 阵 的 必要 与 充分 条 件 是 HH, 的 特征 值 均 大 于 
— i, 


§2 D = H pE 


21 ”初等 矩阵 的 一 般 形式 
€N 2.1. 形 如 


E(u,v;o) = I — ouv” 


的 是 阵 叫做 初等 算 阵 ,其 中 aue Cr, oe C. 

初等 矩阵 是 数值 代数 的 基本 工具 之 一 。 

显然 E(m,0;0) 一 J， 所 以 下 面 仅 讨论 o == 0 的 情形 . 

初等 矩阵 的 性 质 : 

1) Fe (IE A) 车 asot (ot 表示 与 v 正 交 的 2 一 1 维 子 空 
间 ), 则 E(u,v;o) 有 zz 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 该 组 特征 向 量 由 
u 及 ot 中 任 取 一 组 基底 构成 ; 若 ac v+， 则 E(u,v;0) 仅 有 一 1 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 该 组 特征 向 量 由 ol 中 任 取 一 组 基底 构 
成 . 

证 明 : 

首先 在 v+ 中 任 取 一 组 基底 {al A 

E(u,o;o) a; = n,, 1 一 1, -.. n — 1. 

因此 u,G = 1,-+-,2 一 1) 是 E(u,v;o) 的 属于 特征 值 1 的 特征 
HE. | 

Gi asv', WA 

E(u,v;0) a= (1 — ov*a)a, 

BP a tht E(u,v;o) 的 特征 向 量 ,相应 的 特征 值 是 1 一 ova, 

Bac ot, 则 这 时 ECus0;0) 的 任 一 特征 向 量 x* 必 有 x《 ps. 
事实 上 ,由 ~ a" E 

E(u, v;o)x = qx 
可 得 
(1 — q)x = ov" xa, 

me 4 一 1， 则 有 vřx=0, Bl xcots 如 果 q> 1, 假定 
x&pot, We Zi uH KSA acot FA MARA 
x € oL. | 

2) 特征 值 。 在 ot 内 取 一 标准 正 交 基 h,e, a, DEAE 


U = Í o sit, Un), 


Vel’ u 


p wu =uj|* 9% 
* 0 
可 得 
va 
E(u,v;0)U=uli—o|* ° 
* 0 
Rp 
1 — ov"a 
UE(u,v; o)U = ñ ! 
* 1 
因此 


A(E(a,o;o)) = {1 — ov%a,1,+-+,1}, 
3) 行列 式 ， 由 2) 立 即 得 出 
detE(u,V;0) = 1 — ova. 
4) MME, Hh 3) 及 x 
E(a,v3;0)E(a,uv3sr) = E(a,vio + + — orv ta) 


PA, HHRH cp 和 om 天 1 时 ， ECa,o;o) 可 逆 , 并 且 
E(u,v;0) 1 = E (a, v; ——). 


Goa 一 l 
特别 地 , 当 ova = 0 时 ,有 
E(u,o;o) = E(a,v;—oc); 
当 ce aa 一 2 时 ,有 
E(u,v;0) ! = E(u,v;0), 

5) 对 于 任意 非 零 向 量 a 与 be Cr， 必 避 适当 选取 az So, 

使 得 
E(u,v;o)a = b, (2.1) 

事实 上 ,只 需 取 a,v 5 o 满足 | 


° 6 « 


a — b 
via #0, an = 人 一 
via 


(2.2) 
即 可 。 | | 
(2.2) 式 表明 , 任 给 a 与 be Cr, 为 了 使 (2.1) 式 成 立 , ay 0 50 
在 选取 上 有 很 大 的 灵活 性 .因此 ,可 以 选取 各 种 特殊 的 u,v 与 o, 
以 满足 各 种 不 同 的 要 求 。 | 

附带 指出 ,所 有 的 初等 变换 矩阵 ,都 可 以 表示 成 E(a,vso) 的 
ÉA: 

G) 交换 第 i, i A BAL | 

I; = 1 — (e; — e;)(e; — e;)! = Ele; — e;,e; — e;;1); 

Gi) 第 i 行 乘 以 «加 到 第 j 行 , 即 在 矩阵 的 左边 乘 上 

I + weiel = E(e;,e;;—a) 
Gii) 第 i 行 乘 以 a, 即 在 矩阵 的 左边 乘 上 
I — (i — a)e;e1 = E(e;,e;;1 — a). 

其 中 e, 表示 单位 阵 工 的 第 i 列 ， 

下 面 分 别 说 明 两 种 不 同 的 初等 矩阵 ， 


22 初等 下 三 角 阵 
令 


l; = 《61003507 (2.3) 
则 


LAE) = E(L,e;;1) f 
叫做 初等 下 三 角 阵 . 即 | - 4 
1 0 


LAL) = bias, 1 1 十 1 
一 1， | I 1 
用 LA) ERTER 4,3 FU ADD RARE š TTR 
以 lzi (k = t 十 1,..* ,7)., 对 于 A = CHF 如 果 取 


l = = (k=i+ 1,--:, n), 


ll) L,(L)4 的 第 (z + OPEREN CEID, TANF. 这 就 是 消去 


”法 的 一 步 . 


易 知 下 列 关 系 式 成 立 : 
E(L,e,;1) 一 Fe 一 1); | (2.4) 
E(G,e,351)ECG,e31) = I — Le; — le; G> i). (2.5) 
注意 : E(L,e;1)5 E(L,e;;1) 的 乘法 ,一 般 不 可 交换 。 


由 (2.5) 可 知 , 任 一 单位 下 三 角 阵 
| | 1 . | 
一 和 2 1 
L=| . `. ` 
Slas `. 一 (nn-i 1 
必 可 分 解 为 
L = L,(L)L,(L)> °° -L,- (1,_,.D, | (2.6) 


其 中 如 如 (2.3) 所 示 。 事实 上 ,(2.6) 式 的 右 端 等 于 
(I 一 lei)(7 一 Le;): . (I 一 L. e; À.) 
= (1 — le! — LerX(I — Le). CI 一 1 er 
= I — het — Le; —--- —l, er, = L. 
因此 , 由 (2.6) 可 以 进一步 得 出 和 任 一 非 奇 异 下 三 角 阵 工 ， 必 
可 表示 成 一 个 非 奇 异 对 角 阵 和 若干 个 初等 下 三 角 阵 的 乘积 。 
23 初等 Hermite & i 
初等 Hermite 阵 是 指 
HCw) = E(w,w;2), tota = 1, 
Hw) CU Ss BM Be Householder 变换 。 


Hw) 的 性 质 : 
1) Hw)! = H(w) = Hwy, 


2) detH(w) = —1, H(w) =W 1 WH, 


其 中 W = (w,W,) 为 西 阵 。 
3) Hw) 是 镜 象 变换 ， 具 体 地 说 ,对 于 任 一 acw, A 
H(w)(a + aw) = a — aw, a € C, 
FH H(w) 是 关于 wh ZB PRR. we 1-1 所 示 
4) 设 a 与 8 是 C* 中 的 向 量 。 则 存在 单位 向 量 w， 使 得 
H(w)a = b 的 必要 与 充分 条 件 是 
lal], = |lb||l, 和 ab = ba; (2.7) 
并 且 在 (2.7) 式 所 示 的 条 件 下 ,使 得 Nw a= b 成 立 的 单位 向 量 
w 可 取 为 
w = e'°(a — b)/ lja 一 bhs (2.8) 
其 中 6 为 任 一 实数 . 
i A: 
AEC2.7 OEE RAD. U FUERA ESE. 
Jë 3)， 可 取 一 与 g 一 6 共 线 的 单位 向 量 w, w (2.8) 式 所 
示 。 这 时 有 | 


_ > Ka — b)XXa — b) 
H(w)a = (! 2 EE ) = 


— _2Cata — bba — b) 
ata + bib — a!'b— bia 
利用 条 件 (2.7) 即 可 得 到 H(w)a = b. O 
2.1. 由 Hw) 的 性 质 和 4) 可 知 ,对 于 
a= (a,,°°-,0,)7 = 0, 


如 果 令 
p'a 当 o, = 0 时 


erargcill a |l, 当 a, >= 0 了 时 ， 
并 取 


w = (a — be,)/ la — pell, 
则 有 H(w)a = pe, : 
注 2.2， 任 一 旋转 必 可 分 解 为 两 个 初等 Hermite KARR 
事实 上 ,有 


(me 8) (OD) 


_ | sin 2 
| 21/. Æ 0 
di- 9 ( sin 2, — cos-2-) . 
| \ cos | 

32.3. 上 面 2.2 与 2.3 所 述 的 是 两 类 特殊 的 急 等 矩阵 ,它们 
在 数 慎 分 析 中 最 常 使 用 。 LC) 简单 ,运算 量 小 ,但 数值 稳定 性 较 
Hw) 具有 正 交 性 ,数值 稳定 性 好 ,但 运算 量 大 。 因 此 ,是 否 能 
够 找到 运算 量 小 和 稳定 性 好 的 初等 矩阵 ,是 值得 研究 的 问题 (参看 
L351). | | o 


习题 
1. 设 u, ve Cr, WE pa 一 1. $ S= I — 2ao" #H b= 


一 20u， BEC, 试 证 : 
1) S*=S, Sb = —b; 


2) # y=Sx+b, i x= 属于 超 平面 oz + 8 = 0, 


° 10 °= 


并 且 y— x 与 a 共 线 ; 
3) 试 给 出 一 图 示 , 说 明 y= Sx + b 的 几何 意义 ( 注 : y HH 
做 x 沿 方向 a 关于 超 平面 vz 十 6 一 0 的 斜 镜 象 映射 ). 
A AHERE., WER: =A Arle, o0, HE 
vo A a >= ot, Wi u. ' | 
CA 一 ow” y~ = An \ A A 
vt Aa — o" | 
3. A e C” U, V e Crxm(n > m), SE Cnxm WIE: £ A 
与 S 均 为 非 奇异 阵 , 并 且 VEATU 一 st 亦 非 奇异 , 则 
(A 一 USV”) = A” — AU(VHATU — SVEA L, 
4. 设 Ax = ix, x= 0, WE: 存在 初等 Hermite H, fF 
得 HAHe, = 1e。 并 由 此 证 明 Schur 定理 ( 即 定理 1.2). 
5. 设 T = (ra) 为 上 三 角 阵 。 如 果 对 于 某 二 指标 š 55 jG < 
J) ,Tii 天 zzj， 则 可 适当 选取 o, 使 得 
ej E(e;,e;;—o)T E(e;,e;;o)e; = 0. 

并 由 此 证 明 : STE A, HAH X = UF ,其 中 为 初 
Hermite EZER, F 为 形 如 E(e;,e;;o) 的 初等 矩阵 之 积 , 使 得 
XAX = diag(R,,R2,°°+), 

其 中 每 个 Ri(i 一 1,2，…) 皆 为 对 角 线 元 案 相 等 的 上 三 角 阵 。 


$3 JB PE D 


在 $1 中 ,我 们 已 经 引述 了 矩阵 的 Jordan 分 解 (定理 1.1) 和 
Schur 分 解 (定理 1.2)， 以 及 正规 阵 的 酉 对 角 分 解 (推论 1.1)。 在 
这 一 节 里 ,将 论证 矩阵 的 满 秩 分 解 ,正定 阵 的 三 角 分 解 ， 和 矩阵 的 奇 
异 值 分 解 和 西 阵 的 对 角 西 块 阵 分 解 。 它 们 是 以 后 的 讨论 中 要 用 到 
的 。 | 

定理 3.1( 满 秩 分 解 )。 设 AEC, r> 0。 则 存在 Re cre 
和 Gece, ee f 

| A = FG. (3.1) 


. ti o 


证 明 : | E 
由 A e Cm 可 知 ,存在 F e Cr*r, 使 得 
R(F) 一 R(A), a 
BHF AYA ae. RCA) 的 一 组 基底 ， 因 而 4 = Ca,- “+, An) 
的 每 一 个 列 向 量 可 以 唯一 地 用 下 的 列 向 量 表 出 , 即 
a; = Fg, g,€ C, t= 1, +++, n, 
令 G 一 (gi,……,g,)， 则 得 到 分 解 式 (3.1); 并 且 由 
r > rankG Z rank( FG) = r 
可 知 Ge Crxn = . V l 

注 3.1. 满 秩 分 解 (3， 1) 不 是 唯一 的 ， 因为 对 于 任 一 o e G, 

GS F, = FQ, G, 一 2-'G， 则 显然 有 
| A= F.G.. 

33.2. 利用 初等 下 三 角 阵 ， SL a N 
(3.1) 的 存在 性 .证 明 如 下 : 

设 A = 4 的 第 1 个 非 零 列 为 第 7 列 ,第 列 的 第 1 个 非 堆 
TRER iTM Lu 4° HEO) TRANS. 于 是 左 乘 以 
i Sie FEA Lo 可 使 

AM = Ll AP 
NS iS 1 个 元 素 以 下 全 部 为 零 , 同时 4A? 的 前 A — 1 列 亦 全 
部 保持 为 零 。 然 后 找 出 第 1 个 在 第 1 行 以 下 有 非 零 元 素 的 列 ， 假 
REED nA FAB G, b) 元 索 是 第 j, 列 中 第 1 行 以 下 第 1 个 
JERR W Ia AP 的 第 (2 ,j;) J 429. 于 是 左 乘 以 适当 
的 单位 下 三 角 阵 Li, 可 使 
AD 一 Lila, AD 


AE j , 列 第 2 个 元 素 以 下 全 部 为 堆 ， 并 且 4 的 前 有 2 一 1 列 保 皖 
与 A? 相同 。 依 次 类 推 ,直到 某 一 个 4”, 它 的 第 ” 行 以 下 各 行 全 
部 为 零 为 止 , 这 时 


A? = L,1,, L,I, ‘Ll AP, 


一 1 tp L ° ` 


记 


. 12 。 


Arn (OV _, La L = (B, P), 
0 /m 一 . _. f mone 
则 E 
A = FG,F € Cr’ ,Ge cr, DO 
WE BL. Uk ALEC, r>o0, 则 存在 Pe Czx” 和 OF 


C”, fee | 
| I? 0 
| 4—P( o. 0 9， 
证 明 : | | 
根据 定理 3.1, 取 F 5 G, 使 得 P = CF, F') € Co 和 
I 0 一 (5 Jee Qa*n 
BB zJ. A 
定理 3.2. (正定 阵 的 三 角 分 解 )， 设 A 为 正定 阵 ， 则 存在 只 
一 的 具有 正 对 角 线 元 素 的 下 三 角 阵 工 ,使 得 
| A = LL#, 
证 明 : 7 
对 4 的 阶 数 施行 数学 归纳 法 、 当 4 为 1 阶 时 ,结论 显然 成 立 . 
假定 窍 阵 的 阶 数 为 2 一 1 时 ,结论 已 成 立 ， 现 考 虑 任 一 » 阶 正定 阵 
A’; 
A! = (4, | > A e CDr ay i 
BSIKTEERMHM 3), A>, 要 寻找 的 是 具有 正 对 角 线 
元 素 的 下 三 角 阵 L, WELLE = A’, 记 


r= (V 小 


| LL" = A,L1— a,ll + 22 = a, 
按照 归纳 法 假设 ,存在 唯一 的 具有 正 对 角 线 元 素 的 下 三 角 阵 二 使 
得 LL! = A; paz AE La; 最 后 定 出 唯一 的 


L' 应 满足 


> 13 > 


À = JS a. 一 ri 
ACE ARE a —ll>0, B 
; l 0 
p 9 (ae 1) 
算出 | | 
A 0 
9040" (0 oo aida 
HE $ 1 关于 正定 阵 的 性 质 53) 和 3), 有 一 an Aa > 0, BI 
G 一 (l > 0. O] 
在 讨论 奇异 值 分 解 之 前 ,首先 引述 
定义 3.1， 设 4e Cr"。 454 的 + 个 特征 值 的 非 负 平 方 根 叫 
做 4 的 奇异 值 , | 
“如果 把 434 的 特征 值 记 作 2, (ANA) at = =], en, W ARA 
异 值 就 是 指 o; =V n(A) 4, i=l, esn, 4 的 奇异 值 的 全 
体 , 记 作 o( A), u 
定理 3.3 (奇异 值 分 解 )。 设 4e Czx"。 则 存在 西 阵 口 与 了 ， 


使 得 | 
_ _ 2, O sr 
UHAV 一 人 ) 
‘0 0 /m — r> (3.2) 
r n — r . 
其 中 Z, = diag(a,,°++,0,).0, Z “ee = c, > 0, 
证 明 : l 


4a4, 显 然 是 半 正 定 阵 ， 它 的 特征 值 尼 为 非 负数 ， 记 之 为 a, 
oH HERE CTA og Se > z, POM oy = -- = 
On 一 0。 设 mp 分别 是 484 的 属于 of,…,o2 的 标准 正 交 
特征 向 量 , 并 令 太一 (Do 0), V, = Uras tta On), VS 
(V,,V,)#l Z, = diag(o,,---,0,), WA APAV, = Vx? Ali 


I VEAHAYV, = x. | (3.3) 
Be oth AAV; = 0 I VARAV, = 0, 因而 
AV, = 0, (3.4) 


° 14 ° 


L.l 


令 
U = AV, Ei. (3.5) 
根据 (3.3), 有 UFU, = 1; R ULE (Pre 使 U = (UsU;) 为 一 
H. WAHG.3)—G.5),4 F] | 
HV A (UiA, Uae) 一 (> r) z 
EUIAV, USA \0 07 | 
注 3.3, E c, > --- > c, > 0 ROBB, 分 解 式 (3.2) 中 的 
2 显然 是 唯一 的 .但 U 与 V 并 不 唯一 ,因为 由 (3.2) 可 知 UiAT, 一 
3,, 于 是 可 以 分 别 在 R(U,) 与 RCV,) 中 任 取 标 准 正 交 基 构 成 Ü, 5 
Pa, RE U, 5 Va 如 果 o so PA o = +++ = os; (p > 1), 
则 可 在 Vis ---, v, 所 张 成 的 子 空 间 中 ， 任 取 一 组 标准 正 交 基 
8, Âp 代替 ;Di (这 时 的 U, 亦 作 相 应 的 改变 ); 此外， 
任 取 一 对 对 角 西 阵 D, = diag(e,---, em) 和 D, = diag(e™, 
en), & Ü = UD, 和 人 一 7D:, 则 亦 有 
A 2, 0 
‘Gav = ñ o} x 
下 面 的 一 条 关于 西 阵 的 对 角 西 块 阵 分 解 定 理 ， 对 于 研究 子 空 
则 `\ 正 交 投 影 以 及 广义 逆 的 扰动 规律 很 有 用 , 它 可 以 借助 于 奇异 值 
分 解 加 以 证 明 . 
EH 3.4. 设 西 阵 w eC” 分 块 为 


Wa WaN 
w —( u 2 , 21 < n, 


Wa Wx/n — 1 
l n—l 
则 存在 西 阵 U = diag(U n, Un) 和 V = diag( Vu, Vir) 使 得 


l n—l in—l 


01 0 I In—2] 
i tn—2l 


其 中 

I == diag(7%15°°°57%1) > 0,2 = diag(o,,: 0 20 

证 明 : | 

分 下 列 4 步 进 行 。 

D 首先 对 Wu 进行 奇异 值 分 解 . 

UEW aa Sr 
是 W. HARASI, Hp Uns Vue CG* ,以 及 
T = diag(T 10), T, = diag(7,,-°°° ,Th) . 

0 < v, < :: ` <, <7 = ... =y; = 1,k <. BR, HK 


Gr Vu 有 标准 正 交 列 , 因此 


(CEA rroo. 


Wa Wa 
即 


(W aV u) (WaV u) = diag] — Ti ,0°7?), 
可 见 WaVu ABD k NEWEZ, JAL —R WHS. Waa 
的 前 大 列 标准 化 、 并 在 右边 补足 与 之 标准 正 交 的 “一 ! 一列 之 
所 可 得 一 西 阵 Ú, e Ceo, 使 得 | 


ÈN 
DEW V, = ( ) 


0 /n — 21” 
其 中 5 
>= diag( Z, 0 ), 2, = diaglo,,:--,0,) > 0, 
gt 0) 1 g( i k) | (3.7) 
Ope, 二 “** = o, = 0, 
+ A 


0 


r 
W 
diag(U n, Ün)” ( " Vas] 之 
Wa 


的 诸 列 和 骨 为 单位 向 量 可 知 , 必 有 
+=, i = l,l, (3.8) 
2) ABUT 1) 中 的 办 法 ， 可 以 确定 出 一 个 两 阵 Vae 


°. 16 « 


Ce 使 得 
UUW Vz = (T,0), 
其 中 T = diag(rzr * tri) r; < 0(; = 1， ,1). jË AA 
Uñ Wa Wi) diag( V n, Vz) = (r,T,0) 

BOTA IT Et 29 S Ayr. [B] Et: ET AN ,公有 有 [£ + Ti = EE =], of) 因而 
由 《3.72 和 (3.8) 得 出 了 工 一 — >. 

3) BS Ú = diag(Un , Ü >) 和 V = diag(Vi ,VY»), E HE 
经 证 明了 矩阵 X = OF wV 有 如 下 的 分 块 : 


FT，0 —5 0 0 N, 
0 1 0 0 0 tk 
X=]x 0 X, X, Xk . (3.9) 
0 0 Xe Xa Xelil —k 
0 0 X, X, Xgs/n — 2 


kl—k k l—kn—2 


注意 到 和 是 酉 阵 , 它 的 诸 列 互相 正 交 ,利用 环 >0 便 可 推 知 (3.9) 
式 右 端的 X33 一 Iis Xas Xass X43 与 X53 ey Seale, 因此 


J 0 一 2 0 0 

0 I 0 0 0 
X=|2, 0 r, 0 0 í, 

0 0 0 Xau X. 

0 0 0 Xa X55 


其 中 的 Xis 
Xs Xss 


4) 记 


) JAM. 


Uy = (人 °) € Co 一: 一 bx 一 bb， 
X 54 X55 | 


则 有 


17 °. 


Ti 0 一 之 : 


0 1 
0 1 0 0 0 
diag(I9*0 US)X = | X, 0 F, 0 O 
0 0 0 I O 
0 0 0 0 7 

r 一 2 0 N 

=| 5 r 0 j ° 
0 0 Z {jn—2l 
l l 7 一 27 


再 注意 到 
diag(1%*0 ,UZ)X = diag(1 #8 UPDP YV, 


U = Ûdiag(1 “+8 U3) 
= diag(Uy,,0n)diag(I ,diag(I® ,U3)) 
= diag(Uy,,0ndiag(I® ,Us3)) 
f == diag(V ,Un), 
则 VB 具有 (3.6) 式 所 示 的 形式 ,其 中 UU 与 V 是 定理 中 所 述 的 对 
ARR. O 
利用 定理 3.4, 可 得 下 述 定 理 ， 
定理 3.5， 设 X, Ye 1 << 1< n—1, B XIX = 1, 
YY 一 J， 则 必 存 在 x x > 西 阵 02 和 7! x I Be U. Vu, 使 
得 
(1) 42<alk, 


I\l T v 
OX,U, =1 0K >» QY Vi = | ER » (3.10) 
0 /n — 21 0 /n — 21 
其 中 
I = düiag(7,,-' Yi), = diag(G,,- Or (3.11) 
满足 


. 18 « 


0 < 7, < S701 2 = 0,20, | (3.12) 
Yi; 十 oo 二 1, = 1, of. 
(2) 4 212 nB. 
T 0 n 一) r 0 一 ! 
OXU,=|0 r ki—n, QOYVa=|0 I pi—n 
. Ü 0 ni DA 0 /7 一 ! 
n — l 21 —n n — 1 2l — n 
(3.13) 
其 中 
T 一 diag(7, -7 2 = diag(o,5°**on-1) (3.14) 
满足 
0 过 T7101 之 0 
wi us (313) 
证 明 : 


4 21< nit, WX, Ye Cr, 使 得 X — (X.,X) 与 
Y= (Y,,YD AEE. $ 
W a W, l 
= XHY = 
w “i W; J 
l nC! 
据 定 理 34, 存 在 西 阵 Uu, Un Va 与 Ta， 使 得 (3.6) 式 成 立 。 因 
此 , 若 记 


n — 1° 


Å; = X;U;; (i = 1,2),X = (Å, £) 


和 
$ = Y,V, G= 1,2),? = (Y,Y,), 
则 有 
r 一 2 0 N 
6A 全 = > ! r 0 l a (3.16) 
0 0 I n — 21 
l l nn — 2i 
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取 一 (RF, 显然 0 是 一 西 阵 。 于 是 得 到 


I 
OQXUL = (RD Ê, = t ) 
Ü 


r 
QY Vau = (X,,X,)"¥, = 引 
Ü 


这 正 是 所 要 证 明 的 (3.10) 却 ,。 
同时 有 


0 0 N 
OXUn = (2, 8)", = | I 0 ) N 
0 I /n — 21 
In — 2 (3.17) 
— 0 
OY Va = (X,, 82) EY, = | r o! 
0 7 jn — 21 
i n — 21 


注意 到 X,, Y,e C-D, XIX, 一 VIY,=1, ii2l<n 等 价 于 
2(n — 1) Z n. Ak, WARE! 换 成 2 一 !， 则 (3.17) 式 给 出 了 当 
2l > n BF, QX,U, 5 QY Va 的 标准 形 : 


0 0 Vn — 1 —2 0 \n—] 
| (opr 
0 I 2l — n 0 I /2 —n 
n — 1 2l —n Í n— 2 
再 将 它们 的 前 # 一 / 行 变 号 ,并 且 左 乘 以 一 个 适当 的 排列 方 阵 , 即 
可 得 到 (3.13), O 
注 3.4. 定理 3.5 的 几何 意义 . RA, 5 @7, 8 C” 中 的 两 个 
l 维 列 空间 , 则 可 以 通过 一 个 适当 的 酉 交换 Q ,使 得 


‘oe 20 ° 


(1) 4 218& aft, 《3.10) 一 (3.12) 所 示 


QU 


的 列 同 量 ， 分 别 构成 OB. OM, 的 标准 正 交 基 ; 
(2) 当 2! 之 :时 ,3.13) 一 (3.15) 所 示 的 


I 0 r 0 
E | 和 和 t ,| 
0 0 x o; 
的 列 同 量 , 分 别 构成 OR, 和 OY, 的 标准 正 交 基 。 
习题 
L Aec, 试 求 出 A, CR (1 < k< p, WEB 
[4 — Aille = min QE: ||Allp = V'tr(4"4)), 
2. 证 明 : 任 一 方 阵 有 极 分 解 式 4 = H0, RT OXAR, H 20 
半 正 定 阵 。 此 外 ,车 AARRE MH SEEE, 并且 上 述 分 解 
是 唯一 的 . 
V3.4 Ae Cm, BE Cm 试 证 
rank( AB) > rank( A) + rank( B) — m, 
4. 设 46e m BEC *?, CEC, WE 
rank( A B) + rank( BC) < rank(B) + rank( À B C). 
5. 试 对 定理 3.5 给 出 一 个 直接 的 证 明 (不 利用 定理 3.4), 


$4 值 R 


定义 4.1。 设 Ae C"*"。C 中 的 有 界 闭 集 
F(4) 一 {Lxzadx:xeceG xi: 一 1} 
叫做 4 的 值 域 . 
F(A) 是 有 界 闭 集 的 证 明 , 作 为 一 个 练习 (本 右 习 题 1)， 


s 21 » 


从 定义 4.1 出 发 ,容易 直接 验证 FCA) 的 下 列 性 质 : 


F(aA + $1) = aF(A) + 0.e,8 € G; (4.1) 
ACA) SFA); (4.2) 
F(UHAU) = F(A) ,UXBER; (4.3) 
F(A + B)GF(A) + F(B) = {a+ B:a€ F(A) £E FCB)}. 
(4.4) 


Toeplitz (1918) 和 Hausdorff (1919) 最 时 研究 FCA) 的 
几何 性 质 .下 面 的 定理 4.1 是 一 个 著名 的 结果 ,通常 称 之 为 Toeplitz- 
Hausdorff 定理 。 定 理 4.1 有 许多 不 同 的 证 法 , 下 面 的 证 明 是 作者 
oe Hi B. 

定理 4.1.。 {ER F(A) 是 C 中 的 一 个 凸 集 ”。 

证 明 : 

& u(x) 一 xad4x， 此 处 x?x 一 1, Bi F(A) 内 任意 二 把 
v, = vx) A z, = slx). | | | 

1) 注意 到 , C 中 的 Eudid 变换 并 不 改变 CC 中 任 一 凸 集 的 串 
性 ,所 以 ,可 首先 作 一 Euclid 变换 

yan emineo? (ç — n), 
将 与 :分别 变 为 原点 和 正 实 轴 上 的 一 点 。 这 等 于 把 F(4 ) 变 为 
F (emiso (A — v, IY) = emisa F(A) — n). 
因此 ,无 妨 假 设 n = 0, v; 一 + 0， 于 是 问题 归结 为 求证 :对 于 
任 一 点 1:€ (0,7), 必 有 x, € C’, EEL 一 1 ,使 得 v(x,) er, 
2) 令 


X, = a(t) x, + te xs, x, 
其 中 6 与 o GO 为 待定 实数 .于 是 有 


fr + rolt) (e xY Ax, te x2Ax) 
— I kd 


EAE 


一 Tai ; | (4.5) 


v(x,) = x! Ax, = 


* C 中 的 子 集 S BADOR ;如果 对 于 2 R IESK I 5. 与 s 必 有 
Ts, + (1 — r) € @,Vr € [0,11, 


e 22 a 


| = o (a) + £ + 210 C4) Rele txt), 
为 了 使 得 v(x, = z, R 
tr + a(t) (ex Ax, + ex! Ax,) 
= (z) + Z + 210) Re( etxi), (4.6) 
首先 必须 
Im( ex Ax, + e ‘xiAx) = 0, (4.7) 
记 xr Ax, = reli, xT Ax, = re Ç A (4.7), 0 应 满足 
0 = Imre tD + ret) 
= risin (æa + 0) + rsin (e, — 0), 
由 此 可 定 出 
6 = tg (2 sin æ, + nsina) (4.8) 


再 将 (4.8) 代 入 (4.6), olz) 应 满足 

oa + [2#Re(e“’x x.) — r,cosCa, + 0) — r,cos (z; — 0)]c (z) 
— (r — !) = 0. (4.9) 

因为 (r 一 四 一 0， 所 以 方程 (4.9) 必 有 二 实 根 (一 正 一 负 ) c, G) 

5a@), SHRE—, tego), WH o, G2 和 (4.8) 式 所 示 的 

0, 通过 (4.5) 定 出 x,, 即 为 所 求 . 口 ] 

”定义 4.2。 设 丸 ,… ,EC MR A, AEC 
E Aig ttt’ A, 的 凸 集 ， 并 且 C 中 凡 包 含 Ain ` `, ap 的 凸 集 必 包含 
GE (0 `°. sAr) > 内 | CE (CN, ` sAr) 是 做 C 中 包含 digs’? Ax 的 最 
ANAE RA tate a, AIGE. 

定理 4.2 (HEERE). W us xc C, Mi 


k k 
ZE iy a A) = I>: 9,16, 220,i= 1, k, = J: 
i=] #=1 


证 明 : 
1) 首先 证 明 : 若 乡 为 C 内 一 凸 集 , 146 Wi = 1,---,k, Nl 


D 0me 97, 只 要 0; > 0G 一 1 PORED O=, 
对 A; HOT MR ET RE RS 1 时 ， 结论 显然 成 立 ， 
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| k 
假定 结论 对 于 已 成 立 , MAR k + LNB. 120 = >; 6,. 
9 一 0 和 6 一 1 MY PATE DASE IE A 5 0<0 <1, 
由 妇 纳 法 假设 知 > in, € Z, ALMFOoERS, 


9 (>, i) +C —O)UHES, 
i=l 0 
PD 

R+1 

SOMES, 


2) id 
k Ë 
wA = [2 0;2;:0; 22 0, i=], k, > 0, = i}. 
因为 CE Cas’ ` - , Ak) 是 C 中 包含 Aiste op RIE, 所 以 由 1] ) 知 
Fo hs), B-HH, 容易 直接 验证 ZE C 中 包含 
À... 5 Àk 的 凸 集 , 入 此 由 凸 包 的 定义 4.2, 立即 得 到 PE (hasta 
E., HAUSE = A (aaa). [ ] 
下 述 定 理 4.3 说 月 了 正规 阵 的 值 域 的 几何 特性 . 
EJE 4.3. if de CO" 是 正规 阵 , 4(4) = (2). WH 
| F(A) = Bist + dn). (4.10) 
证 明 : 
利用 正规 阵 4 的 分 解 式 4 = UAU, RH UAAR, A= 
diag( ary: ` ° sån), B| Al 


FCA) = {(Ux)#ACUx):x€ Cn. "xl, = 1} 
= {y"Ayiye C’,llyll = 1} 
= {>} 6:29, > 0,.: = 1, on, D1 0 = 1]. 
各 由 定理 4.2, BUS 34.10). P! 
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关于 值 域 的 研究 已 经 相当 深信， 并 且 研 究 的 范 赎 由 正在 不 断 
扩大 。 这 可 参阅 M. Goldberg 的 综合 性 论文 [95] 以 及 Bauer 等 
人 的 论文 [44]\ [65641174]、 [111 112 和 [144]。 


习题 
lik Aec*, TERA ARER FCA) E Cha SR. 


2. AE: Fa 4 的 值 域 F( A) 是 实 轴 上 的 一 个 区 间 的 必要 与 
充分 条 件 是 4 为 Hermite 阵 ， 


§5 Kronecker 乘积 


5.1 基本 概念 
定义 5.1， 设 4 一 (cj)EC2xr pe (C WHERE 


@u B a, B =.. -2.,B 
=i ecw 


GiB AqaB-+-a,,,B 

HY i AAI BAY Kronecker 乘积 ， 或 者 叫做 4 和 号 的 直 乘 积 或 者 张 
ELA, 

HEX 5.1 AL, qÉ C = Cryer, pe CH, WN CBDE 
Crank 

定理 5.1。 设 4, B,C 与 D 如 上 所 述 ， 则 

(AWBCHD) = AC@%BD. (5.1) 
TERA: 
记 


a,B---a,,8 yaD: y D 
oemxcem-| . : | : 


Om Be OimgB J NY aD: Y nD | 


Pa: Pap 
= . Pa € CP 1 < s < m,1 < z < K, 
Pas Prk 
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对 任 一 对 5s, 1: LSS =< m, 1 < ; < k, 显然 有 
P,, = > (aiB) YD) = (> a,j) BD; 
。 j=1 j=l 


而 >; jY, 恰好 是 ACI G+) 元 素 , 因 此 (5.1) 式 成 立 ， 口 

利用 定义 5.1 和 定理 5.1, 容易 验证 下 述 定理 成 立 

定理 5.2. 设 4 与 B 如 上 所 述 。 则 4@B 有 下 列 性 质 : 

1) (A@B)! = A1QBT, (AQB) = ABB, 

(AQB)! = AFG@ BE; 

2) 若 4 与 B 均 为 非 奇 异 阵 , 则 A4@B 亦 为 非 奇 异 阵 ， 并 且 有 
(AWB) = AQB; 

3) # Ae cn", Bec, Jj 

det( AQB) = CdetA)*CdetB)”; 
4) rank(A@B) = rankA - rank B. 


52 ”应 用 举例 : 线性 矩阵 方程 
考虑 矩阵 方程 
AX — XB = C, | (5.2) 
其 中 Ac Cm"*m, Be Crx" 与 CE Cm 是 已 知 矩阵 ,Xe CP" 是 未 
RIEBE. | 
We X = (xi, ttg Ma), C = (0 Or), x, £ e;€ C”, 


i= 1," Qam (alyssa), 记 作 x 一 De, LHD, 
i=1 


令 ce 一 (ef,… se7)", ke = 了 "ei;。 以 下 证 明 方程 (5.2) 可 以 
表示 成 
(IP QA a BIQI™ Jx = c, (5.3) 
证 明 : 
令 Y = AX = (Yi: Yn)» Z = XB = (zis ° ° >Zn)» HS 
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史 == > Yi» Z 一 > `=. 显然 有 


y 一 s ` Ax, = (IP @A)x; (5.4) 
AFH. Rid BAG ,让 元 素 为 《8B),, 则 由 


(BN o, | 
= : = >) ( B), x, 
(py I 
= > (BT), x, = >) (BT), 1 % x, 


*=1 y=1 


z= Siig = S1 SIB I, 


= (BTSI”™ )x, (5.5) 
因此 ， 将 Y，Z 与 C 按 同样 的 方式 分 别 表示 成 C” 中 的 问 量 
ysZ 与 Cc 之 后 ,利用 (5.4) 和 (5.5), 立即 得 知 方程 (5.2) 可 以 表示 成 
《5.3) 的 形式 。 口 ] 
定理 5.3。 设 46 C, Bec, WR 4(4) 一 44}?-1， 
ACB) = {ej} Fay > J 
AIP QA — BI@1%') = {1, — uiii = 1, * ,m; 
j=l, ,1}. (5.6) 
证 明 ; 
W A5 BPAY Schur 分 解 
A= U8#T U, BT= VETyV , 


bu SV XE, T, 与 Ts 为 上 三 角 阵 。 它们 的 对 角 线 元 素 
分 别 是 4 与 B 的 特征 值 。 于 是 由 定理 5.1 和 定理 5.2 可 以 得 到 
IMQA — BTQI™ 的 Schur 分 解 : 
IQA _ BT&) 1 m 
= VII VY QUT — VTV BU TU 
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= (VOU U @T VOU) 
— (V '@U T 8I ™) V QU ) 
= (V@U X (Im @T, — TDI NV QU), 
其 中 I@%@T,— TJI?” JEZA, THM A ICRA 
Ai kisi = 1,--+ moj = 1,-+- on, AGO.OFIE. LI 
由 (5.2)、(5.3) 与 (5.6) 立 即 得 出 
推论 5.1. 矩阵 方程 (5.2) 存在 唯一 解 的 必要 与 充分 条 件 是 
(AJNA) = 9 表示 空 集 ). | 


习题 
1. 证 明定 理 5.2 中 的 结论 1) 一 4). 
` 4, B nxn ` 
gah 了 CA, 与 4; 为 方 阵 .如 果 h€ ACAD. 
Uk), 则 在 4 与 4 中 与 丸 相 对 应 的 初等 因子 是 相同 的 。 


$6 广义 Č 


6.1 基本 概念 


设 Acc", WRATH, Ma PER Hwee 

X ,满足 

AX = XA = 1. (6.1) 
4 的 道 矩 阵 X 记 作 4 一 如 果 方 程 组 Ax = OH ABE 4 是 非 
奇异 阵 , 则 该 方程 组 存在 唯一 解 工 一 4 b. 

这 是 线性 代数 中 熟知 的 结论 。 

但 是 如 果 方 程 组 Ax = b 的 系数 矩阵 4 是 奇异 阵 , 或 者 是 长 
方 阵 , 或 者 4x 一 是 矛盾 方程 组 , 问 这 时 应 该 如 何 将 该 方程 组 
在 某 种 意义 下 的 解 和 通过 矩阵 4 的 某 种 求 逆 加 以 表示 呢 2 这 就 有 必 
到 研究 如 何 把 矩阵 求 逆 的 概念 、 理 论 和 方法 推广 到 奇异 方 阵 和 一 
般 长 方 阵 的 情形 。 当然, 这 种 推广 后 所 得 到 的 逆 从 阵 , 习 该 具备 普 
遂 逆 矩阵 的 若干 性 质 ;而 且 当 4 是 非 奇 异 阵 时 ,推广 后 的 逆 窍 阵 应 
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该 与 4” 相 吻合 . 
由 (6.1) 启 发 我 们 , 任 一 矩阵 4 的 逆 矩 阵 和 ,应 该 满足 


4X4 一 4 (6.2,) 
和 
XAX = X; (6.2,) 
此 外 ,4X 与 X4 应 为 Hermite 阵 , 即 
(AX)! = AX (6.23) 
和 
(XA)! = XA. (6.2,) 


利用 (6.21) 一 (6.24) 中 的 一 个 或 几 个 条 件 ， 可 以 定义 出 4 的 不 
同类 型 的 广义 逆 窍 阵 。 比 如 ,由 条 件 (6.2) 可 以 定义 出 4 的 一 类 广 
义 逆 , 记 作 AMS 由 条 件 (6.2) 和 (6.2;) 可 以 定义 出 一 类 广义 逆 ， 记 
fF AS, 等 等 。 并 且 这 样 定义 出 的 广义 着， 在 方程 组 的 求解 中 ， 
确 有 相应 的 应 用 . 

2, 


设 4e C"" 的 奇 蜡 值 分解 为 4 = U (S SLES: U5 
V AE, 21 = diag(a,,- `. o, ) 一 0. 容易 验证 


—1 


Aa 21 K H 
=Y 0 UH， 其 中 大 二 0 或 上 一 0, 


sy 0 (6.3) 
Au. 人 Ju” 
? 
L 0 
一 ! 
aea = y (7 N Un 
“0 0 
和 | 
sy! 0 
APP Vy ( UF, (6.4) 


广义 逆 的 概念 。 在 本 世纪 初 就 提出 来 了 ， 开 始 时 册 做 “pseu- 
doinverse” MMX, E. H. Moore (1920) 和 R. Penrose (1955 ) 着 
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重 研究 了 由 (6.20) 一 (6.24) 4 SABRENT Mt. Bie 
得 到 的 广义 逆 有 着 广泛 的 应 用 ， 所 以 下 面 仅 就 这 类 广义 逆 进 行 讨 
论 。 关 于 广义 逆 的 比较 全 面 的 论述 。 可 参看 吴 文 这 的 综合 性 论文 
(271A Ben-Israel 与 Greville 的 专著 [55]. 
EH 6L iw Ae C 则 方程 组 (6.21) 一 (6.24) 存 在 唯一 解 
XE Cm 
证 明 : 
存在 性 已 由 (6.47 证 明 。 以 下 证 明 唯 一 性 . 
首先 指出 ,方程 (6.21) 一 《6.24) 的 解 X 适 合 下 列 关 系 式 : 
X = XXFHAB, X = AIXHX, | 
A = XH444, A = AAPX”, 
事实 上 ,由 (6.21) 一 《6.24) 可 知 
X = XAX = X(AX)# = XXP AP, 
X = XAX = (XA)IX 一 48XBX， 
A = AXA = (AX)HA = XEAFA, 
A = AXA = A(XA) = AABXH, 
现 证 方程 (6.21) 一 (6.24) 的 解 X 的 唯一 性 .假设 男 有 一 解 了, 则 
Y 亦 应 满足 (6.5 ) 中 诸 式 , 于 是 有 
Y = AHY4Y = XAAHY#Y = XAY = XX" AAY 
= XX"AH = X, = | 
定义 6.1， 设 46 C”". 方程 (6.21) 一 (6.24) IIE X MRA 
的 广义 逆 , 通 常 称 为 Moore-Penrose 广义 道 , 记 作 41. 方程 (6.21) 一 
(6.2, ) AU ie At 的 定义 方程 。 
利用 和 矩阵 的 满 秩 分 解 〈 定 理 3.1)， 可 以 给 出 广义 逆 的 显 式 表 
示 。 结 论 如 下 。 
定理 6.2。 如 果 4€ Cr*"(r > 0) 的 满 秩 分 解 为 
A= FG, (6.6) 


(6.5) 


则 
At = G4(FHAG#) "FA, (6.7) 


证 明 : 
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首先 指出 ,FF54G* 为 非 奇 异 阵 ， 事 实 上 ,由 (6.6) 可 得 
FRAG" = (F4F)(GG*), 
其 中 FHF 5 GG* 均 为 + X r MRAM. 因此 FFAG! CC”, 
所 以 ,(6.7) 世 可 以 表示 为 
At = GH(GGH)-( FHF )OF#, (6.8) 
直接 验证 可 知 ,(6.8) 所 示 的 41 是 方程 (6.21) 一 (6.24) 的 解 。[ 
由 方程 (6.20) 一 (6.24) 还 可 看 出 , 当 LEC HH dF = AM, 
因此 ,广义 六 4 是 满 秩 方 阵 的 北 的 一 种 推广 


6.2. 基本 性 质 
从 (6.21) 一 -(6.20) 关 于 4 及 47 的 对 称 性 立即 得 出 
1) (4')"= A. 


Sy BAEC 6.2) )— (6.24) SR AY WI Su ALE E o A 
A Av4AH = AA, AtHAM AtH = At, 
(AtHAH)B 一 Ast AB, 
CAN AtH)H = AMAL, 


因此 ,有 
2) (Ant = CAT), 
同 理 可 得 
3) (AT)! = (AT), 
利用 (6.21) 与 (6.2,) 可 证 
4) rank(A) = rank(At) = rank( A1A). 
通过 直接 验证 可 得 
5) (AAH)t 一 AETAT, 
(A#A)t = At AYT, 
再 利用 关系 式 (6.5), 得 到 
6) (AAtAA8 = 44t， 
(AĦA)*APA = A'A, 
从 (6.8) 式 可 以 推出 
7) Æ Ae CR”, WJ) 41 一 (4R84) APZ, 
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若 Aceon, 则 At = AMCAAM)™, 
特别 地 , 非 零 列 向 量 a — Copy + tm)? BI BEA 
1 


a = nm CAS ` 52m) 3 
> la; |° 
非 零 行 向 量 a = (a,,---,0,) 的 广义 逆 为 
a' = pn to CT ` >On)", 
SS CAK 
再 联系 到 (6.8) 式 , 得 到 
8) 车 4eCzx 有 满 秩 分 解 (6.6)， 则 
At = GIFT, 


此 外 还 有 
9) 车 U 与 V 为 西 阵 , 则 
(UAV)* = VHATUA. 


D 0 
10) Ai A 一 人 je OP, D 一 qi8C3 5 878 中 0， 
i=], `", f. BI) 
D” 0 
er 
0 0. 


值得 指出 的 是 ，4-: 的 许多 性 质 ，4+ 已 不 再 具备 .比如 当 4 
为 方 阵 时 ,一 般 地 说 : 

1) (4B)' # BTA’, 

例 : 


1 一 1 1 0 | 5 
lo a)=( a): 
\0 1 0 0 !' ' 


2) AA! # A'A, 


vaat 


Bil; 
md 
A 
(09) -#0 o) 
Í | oh 
t= 1(, J C 
但 


1 0 
4ta=( ). 
0 0 


3) (A*)+ >= (At). 
例 : 一 一 一 


a {1/1 dt 1/1 1 
op-G0 -E D 
4) 4 与 41 的 非 堆 特征 值 ,并 不 互 为 倒数 . 


X41) 一 | 二， ol. 


习题 | 
1, 证明 (48B)' = At@ B 1. 
2. 证 明 下 列 结论 : 
1) At = (A#A)* AH = AH(AAR)t, 
2) 设 a 与 6 为 列 向 量 , 则 
(ab#)* = (ata)t(b"b)tba®, 
3. 若 4 为 方 阵 , 则 4 一 4 的 必要 与 充分 条 件 是 A HY Hermite 
ae ËF ,并 且 rank( A’) = rank(4) 《所 谓 方 阵 4 为 寡 等 阵 ， 是 指 
A’ = A), 
" 4. 设 4 为 正规 阵 , 则 441 = ATA, HA WE HAM k, A 
(At)* = (At, 
Z 5.3 AEC™, JJ AAt= AtA 的 必要 与 充分 条 件 是 
N(A) = N(AFRD)(N(A) = {x€ C*: Ax = 0}), 


$7 投 影 


首先 引述 有 关子 空间 的 几 个 概念 ， 
设 4e Cr, MJZ 
RCA) = {x€ C%:x = Ay, y 6 C) 
为 4 的 列 空间 (或 者 称 4 的 象 域 )， 此 外 , 称 
N(A) = {yE C: Ay = 0} 

为 A BY 23 [B] , 

设 工 与 M 是 C 的 二 子 空间 , 即 L.M SGC"。 如 果 

O 对 于 每 个 we, FE meL 和 meM, 使 得 


x = x, + x 


Gi) 如 果 XELNM, WYA x= 0; 
则 称 C” 是 二 个 子 空间 工 与 M 的 直接 和 ,并 记 作 
C7 = LOM. 
WR Com LOM, JL GM 叫做 互补 的 子 空间 。 如果 x 上 
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y,Vx € L ,Vy € M , WJSKM 是 工 的 正 交 补 子 空间 , 工 是 M 的 正 交 补 
子 空间 , 记 作 M = L+ Rh L = MH, 
BA. 如果 C = LOM ,， 则 任 一 向 量 x€ C"。 必 可 唯一 地 
表示 成 
x= y+ z, VEL, ZEM. (7.1) 
引 理 7.1， 对 于 任 一 46 C”"*， 下 列 关 系 式 成 立 : 
-N(A) = R(4¥)1, R(A) = N(AP):, 
zea: ooo 
设 x€ C", ye C"”， 则 由 | 
yAX) = (AMy ix 
可 知 , 如 果 xEN(A), Bl 4x 一 0， 则 有 
(AFy)Hx = 0, Wye Cr, 
PD x€ RCA”); 因此 NC A)ER(A®)*, 
另 一 方面 ,如 果 x€ RCA”), WA 
yAX) = (Aly Hx = 0, Wye C", 
因而 4x 一 0, 即 xeN(4). 所 以 又 有 R(A” Y ENÇA). 
所 以 NCA) = RCA"). 
对 A" 应 用 上 述 结果 , 即 得 到 RCA) = NCA*)-, 0 
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定义 7.1， mR E € C" 适合 PSE, WREXRSE. 
定理 7.1. ik EE Csx" Hees, bill . 
1) E” 与 1 一 JARSE, 


I” 
2) ERJ Jordan 标准 形 为 (| 


3) rank(E) = tr(E), 

4) R(T — E) = N(E), 

5) N(I — E) = R(E), 

6) 如 果 互 有 满 秩 分 解 E = FG, W) GF = I, 
证 明 : 


0 
)， r < is 
0 
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D5 Da RSME M 7.1 直接 导出 , 3) 是 2) 的 推论 , 5) 
是 1) 与 4) 的 推论 。 以 下 只 证 4) 与 6) 

关于 4). 

如 果 x€ RU — E), WHE yc Cs, 使 得 x = (I 一 E)y， 
从 而 Ex = E(I — E)y = (E — E*)y=0, Pl x€ NCE). 所 以 
有 RCI—E)GNCE) 反之， mR xe NCE), 则 有 Ex == 0, 
于 是 (1 —E)x= x, 此 示 xe RU — E), WALA NCES 
R(I—E), 因此 RU — E)= N(E). 

关于 6). | 

H E= E 知 F(GF 一 1)G = 0, Aim 

FHF(GF — I)GG = 0. 
注意 到 FHF 与 GG" 均 为 非 奇异 阵 , 所 以 有 GF — 1 = 0, Fj 
GF = I. 0 
定义 7.2. 设 C = LOM, x€ C: 有 分 解 式 
x= y + z, y€ L, ZEM. 
Wy Wik x M £| L Wee. 如 果 用 Poy 表示 相应 的 由 Ce 到 
世上 的 映射, 则 Pow 叫做 沿 M 到 碟 上 的 投影 变换 , 或 投影 算 子 ， 

由 定义 7.2 可 立即 得 到 

推论 7.1. £C = LOM, M C 内 任 一 向 量 x 的 唯一 分 解 
式 (7.1) 中 的 > 与 二 由 

y =P, ux, == (1 一 Puv)x 


容易 验证 : Pum 是 一 个 线性 变换 , 印 
Pr. uC: + ax) 一 Pi mt, 十 oP, ux; 
Vx,, XE C’, Var, m € C. 

与 此 线性 变换 Pum 相对 M AE , 仍 记 作 PL,x. 

下 述 定理 说 明了 宕 等 阵 与 投影 算 子 的 关系 ， 

定理 7.2。 WR ECO’ PRS. My 

C” = R(E JONE), 

并 且 
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E == Prenes 
反之 ,如 果 C = LOM, WEEE- HR EEE Peu 使 得 
R(Pr., 4) = L, N(P.,4#) = M. 
证 明 : 
iz E = C”*” 是 一 罕 等 阵 , 则 一 方面 ,有 
x = Ex + (I — E>x, Vx e€ Cr, 

其 中 Exe R(E), (1 — E)x € R (1 — E) = N(E) (Ae 7.1 
4)). 另 一 方面 ,如 果 ze R(EDƏ N(E), WEE x, c C"， 使 得 
z = Ex, = (1 — E )x;, 

则 必 有 _ i 
z= Ex, = E’x, = E(1 — E)x, = 0, 
因此 C'= R(E)@N(E).。 根据 定义 多 2, Ex 正 是 x 沿 NCE) 
到 R(E) 上 的 投影 ,所 以 
E = PRENE). 

KZ, Cs = LOM, Wa HAE L EM AERE, 
esr} 与 { Jo I m = n. 于是， 如 果 沿 着 M 到 LL 上 
的 投影 算 子 记 作 Plu, WENA 

人 = x; ， = l, .. -l (7.2) 
确定 。 令 X= (x,a), Y =S (Yst Yn) (7-2) 可 表示 成 

P. (X ,Y) = (X,0). (7.3) 
因为 〈《X,Y)eC"x” 为 非 奇 异 阵 ,所 以 由 (7.3) 可 解 出 (7.2) 的 唯一 
解 


Pr,wyi = 0, 1 一 1,::  ,m 


P. = (X,O)X,Y)™, 
此 外 ,由 (7.2) 可 知 
PL (X,0)= (X,0), 
从 而 有 
Pisu 一 Pr,v(X ,0)(X, Y) 
= (X,0)XX,Y) ' = Pums 
PH Pum 29468 FFF, LJ 
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例 7.1. 一 (” JERSE a RGB) 一 R(( 
NCE) 一 R(( I). RAEE x i NCE) 到 RE) 上 的 
投影 


Preno = EX, 


如 图 1-2 所 示 。 


图 1-2 
上 面 所 说 的 投影 是 斜 投影 ， 它 与 寡 等 阵 相 对 应 .而 普通 所 说 
的 投影 是 正 交 投 影 , 见 下 段 。 


72 正 交 投影 
定理 7.3。 设 工 是 C* 的 子 空间 ，x 是 O 内 任 一 向 量 。 WE 
中 存在 唯一 的 向 量 mw， 使 得 


jæ — alh: < |x — ual, Vac L, u == u, (7.4) 
证 明 ; 
令 工 -表示 工 的 正 交 补 子 空间 。 容 易 验 证 
Cr 一 工 由 5 


因此 ,对 于 任 一 xeC"， 有 唯一 分 解 ( 见 图 1-3) 
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图 1-3 


x = u, + (x — u,),ux € L ,x — a, € L+. (7.5) 
于 是 ,对 任 一 me 工 ， 有 
|x — ul? = | (a, — u) + (x — u,)|Ë 
5 Nite — ulj + lx — del, ( UA 


显然 ,在 工 中 存在 唯一 的 一 we， 使 |x — sh 达到 极 小 什 
lz 一 wxl， 并 且 不 等 式 (7.4) 成 立 . CO 

对 任 一 x€ C"， 由 定理 7.3 在 工 中 所 唯一 确定 的 u, 《〈 即 由 分 
解 式 (7.5) 所 唯一 确定 的 ws), 叫做 x 沿 L+ 到 工 的 正 交 投影 。 如 
果 用 Pi 表示 相应 的 由 C 到 工 上 的 映射 ， 则 Pi 叫做 沿 LZ 到 工 的 
正 交 投影 变换 ,或 正 交 投影 算 子 . 

同时 ,由 (7.5) 所 唯一 确定 的 x — =, 一 (1 一 PDx nf x ñ 
LẸ] L+ 的 正 交 投 影 。 WRA P 表示 相应 的 由 C" 到 L+ 上 的 
映射 , 则 

Pı = I — P, 

MRE L Bl 世上 的 正 交 投影 变换 ,或 正 交 投 影 算 子 . 

与 线性 变换 Pr 和 Pit AMAI E RE, DA Bli E Pa 和 
Prt, 

下 述 定理 说 明了 正 交 投影 算 子 与 Hermite RSMWKA. Hi 
IB EBE P 是 Hermite SM BET PRES, Hermite 
阵 . 

定理 74。 设 C= LOM. 则 Pry 是 Hermite 阵 的 必要 
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与 充分 条 件 是 M = Lt, 
证 明 : 
由 引 理 7.1 和 定理 7.2 可 知 ， 
RPE) = NO.) = Mt, 1 O) 
NCPE, m) = Rim)” = L+, 
因为 Pim eee SE , 据 定理 72, REM) 与 Nia) 互补 ， 即 
M+ 与 L+ 互补 ， 
再 据 定 理 7.2 TER SE Putt, E1 
R(Pur, 1) = M+, N(Pu.,.1) = L+, (7.7) 
H+ AIX TSH EEN. 比较 (7.6) 5; (7.7) TA LRI SA 
3) 
PP, 一 Prt. 
TÆ, Pum 是 Hermite 阵 的 必要 与 充分 条 件 是 
PL, = Pul,Lt, | 
再 由 子 空间 与 投影 算 子 的 一 一 对 应 关系 得 出 Prw 是 Hermite B£ 
的 必要 与 充分 条 件 是 M 一 L+, O 
定理 7.2 与 定理 7.4 AA. LER RBA PLU Hermite 
we RES, 如 果 P 是 一 个 Hermite BSH, MUFE C” 的 一 
个 正 交 补 分 解 : C = LOL+, EF P= Pr. 
这 样 就 建立 了 正 交 投影 算 子 与 Hermite FEZ 
对 应 关系 . 


73 AAt 5 A'A 的 几何 意义 


首先 证 明 一 条 关于 AAT 与 ATA 的 列 空间 和 宕 空间 的 命 
m, 
引 理 7.2. 设 Ae Cs 则 有 
R(AAt) = R(AA4) = R(A), 


R(A‘tA) = R(A#A) = R( At) = R(A*) (7.8) 
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NUA = NCAA) = NUN = NAD (79) 
N(AtA) = N(A#A) = N(A), l 
WEBA: | 
acc, ska, a-u(" OY Gb 


U 一 (U,,U;) AL V = (V,, V,) fe Ge, È, = diag(o,, >e, 0r ) 


f mo f r n — f 
> 0. 于 是 得 到 
A = UV}, A" == V,x,U1, A‘ = V,Z i101 


和 
AA = U,SIU4, AHA = VIVE, 
AA = UU}, A'A = V V. 
容易 看 出 〈 见 本 节 习题 5) 
R(A) = RCU,),R(A*) = RCV), RAT) = RM), 
R(AA®) = R(U,), R(ARA) = R(V,), R(AAt) = R(U ), 
R(AtA) = R(V ) 
和 


N(A) = R(V2),NCA") = R(U), N(A1) = R(U>, 
NCAAF) = RCU,),NCA#A) = R(V2),N(AA*) = R(U,), 
N(AtA) = R(V,). 
由 此 立即 得 到 (7.8) 和 (7.9). D 
现在 考察 441 与 414 的 几何 意义 ( 设 A € Cm), 
eR, AATE Gmm 是 Hermite TEE, EEE 7.2, 有 
| C” = R(AAT)ONCAA'S), 
并 且 AAt 是 沿 着 N(AA1) 到 R(4A41) 的 投影 算 子 。 rH (7.8) 
和 (7.9) 知 , RCA4A1) = R(A),NCAA*) = NC 4"), 再 由 引 理 7.1 
知 ，N(A#) = RC(4)+。 所 以 ,根据 定理 7.4，A4A+ 是 到 RCA) 
上 的 正 交 投 影 算 子 ,通常 记 为 
Pray 一 AAY. W P, = AAS, 
Be, AYA € Crx” 显然 也 是 Hermite RSH. BEM 7.2, 
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有 
C’ 一 RCAtA)@NCAtTA), 
并 且 A'A EWB NCA'A) 到 R(A414) 的 投影 算 子 。 由 (7.8) 和 
(7.9)81, R(AtA) = RCA"), NCAA) 一 NCA4). 再 由 引 理 7.1 
Al, NCA) 一 R(A™)*, 所 以 ,根据 定理 7.4，4+4 是 到 R(A*) 
的 正 交 投影 算 子 ,通常 记 为 
Pegan = ATA, Ek. Pat = AtA. 


74 应 用 举例 : 线性 最 小 二 乘 问题 


设 Ac C, be Ce. 所 谓 线性 最 小 二 乘 问题 ,是 指 求 x € 
C" ,使 得 


p(x) = 4x — bll: = min. (7.10) 
定理 7.5。 线 性 最 小 二 乘 问题 (7.10) 的 解 由 
x = Atb + (1 — PAH)z (7.11) 


给 出 ， 其 中 了 表示 C* 中 任 一 向 量 ; 当 4 的 列 向 量 线性 无 关 时 ， 
(7.10) 有 唯一 解 x 一 Atb. 此 外 ，(7.10) 有 唯一 的 最 小 范 数 解 
x 一 Atb, CARREIA 
læll = min, 
Ur A: 
首先 注意 到 ， Axe R(A),VeeC*, 因此 ,可 以 把 向 量 6 分 
Wm b= b+b, Hh b= Pb 是 6 到 RA) 的 正 交 投影 ， 
b, = b—b5b.. H 
Ge) = |jb — Axl? = lb, — Axl + lb CREE 
可 知 , 使 p(x) 一 min 的 必要 与 充分 条 件 是 4x b, 显然 ， 这 
样 的 x 是 存在 的 ,因为 be RCA). 
于 是 (7.10) 的 解 x* 必须 而 且 只 需 满 足 
f Ax = AA‘tb, 
现 设 
x= Ab +y. (7.12) 
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从 | 
Ay = A(x ~ Ath) = Ax —P,b = b —b, = 0 | 
可 知 ?ENC4)， 再 由 引 理 71, N(A) = R(4”)+*, 所 以 y € 
RCA")*, 而 ROPY 中 的 向 量 y》 必 可 表示 成 

y= z — Panz = (1 —Pyh)z,2€ C”, (7.13) 


将 (7.13) 代 和 人 《7.12) , 便 得 到 (7.10) 的 通 解 (7.11). 
当 4 的 列 向 量 线性 无 关 时 , AB P, 一 1， 所 以 《7.10) AME 
一 解 x= Ab, 9 : 
此 外 ,因为 41b 5 Q Patz 正 交 ,所 以 由 
xl? = 4+8 + CT — Pedal 


立即 得 出 (7.10) 的 最 小 范 数 解 为 x 一 Ab. DJ 


习题 


r 0 
LUEN = fin SER AY Jordan RH (Os 
r < n, ü 
2. 如 果 rank( AD) = rank( BA), Wj 
rank( AC) = rank( BAC), 
3. 设 4 与 也 为 同 阶 寡 等 阵 ， 并 且 满 足 R(4)= R(B) 和 
N(4) = N(B). WE 4 =B. 
“4. 试 证 : fE-ERRBAT POURRA P 一 vv", RAV 
满足 VHV = I, 


oy 
5. 设 Ae C""” 的 奇异 值 分 解 为 a= (S ”) V9, 基 中 


U = (U,,U,) 与 V = (V,,V;) 为 丁 阵 ， Z, = diag(o,, `° °, q,), 


Org ”Or = 0. in UE: 
RCA) = RCU,), NCA) = RW). | 
6. 设 4 是 一 奇异 方 阵 ， la, ukt 与 lX, Xk) 分 别 是 
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NCAR) 与 NCA) 的 标准 正 交 基 , a, a, 是 个 非 零 复数 。 试 
WE: ake | 
' k 
A, = A+ > a; a, xP 


izal 


是 非 奇 异 阵 , 并 且 


k 
A= At + 二 xu, 


. i=1 G; 
?7. 试 证 : 最 小 二 乘 问题 
| (V 一 C|]; = min 

lX = min | 


HRB X = ATCBt, 
§8 77 %H = 


本 市 讨论 Binet-Cauchy 公式 和 Hadamard 不 等 式 。 
8.1 Binet-Cauchy 公式 


i A= (Ci) ec", 分 别 在 1 中 和 在 1,47 中 取 P 
个 互 不 相同 的 数 iist" ip 和 和 AI Ke. ig 


pees G; k, ° kp pees; 
A ( , )= det : : 4 ( ' ) 
kie -eko ° H kit + Rp 
| CQ 
叫做 ABI P BP PK, 
定理 8.1 (Binet-Cauchy AR) IR A= (a,;) € C”*, 
B= (py) EC, Sil 


| 0 WR m > n, 
detAB =J, /1:: m (kitt Km | (8.1) 
Z4 L SONS WR m < n. 
FARMI ARI SAS e Shy < n, 
“证明; 
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WME m > n, Wa ABe Cn 和 rank( 4B) Sn < m sZ BY 


导出 dt AB = 0. 


以 下 假设 mn, 显然 


Dan 


nol 


7 
. Cri Pimm 
ign =k 


AB = . 
š Omi Pia ` 之， Cmi i pg 
利用 行列 式 的 运算 法 则 ， 
ü; Pi, r" Oy im 
det B = S... 5] : 
anl ‘m= Omi Bi 1** Om abi m 
- X. (mesas (82) 
在 (8.2) 式 右 端 共有 n” Jl Ne 但 注意 到 , 当 tig’ * sim 中 至 少 有 


l--om 
BARRES vea 


may = 
Chem! 


. )= 0, MARRS 


A (n — m)! 


项 ,其 中 每 一 项 所 含 的 指标 ti, . 
det A B = 


i wsi y=) 


i ig (estos, i=l yem 
现在 把 (8.3) 式 右 端 的 —— r 
各 项 仅仅 是 指标 th, ` 
对 应 于 Lye 


项 ,它们 构成 一 组 ,其 代数 和 为 


`" bm 的 排列 次 序 不 同 
,7 中 任意 固定 的 驶 个 数 k < 


5 tm 互 不 相等 . 内 此 
> aG 


7 Biar “Binme (8.3) 


项 分 成 CE 组 ,每 一 组 内 的 


T (8.3) K A Ya 
e < k Ho 共有 mI 


]- + 472 
. ) Êi, 1°” ` 0; me 
1 “Im 
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这 里 的 和 号 D RRi sin BUN b. be 的 所 有 可 能 的 
排列 . 

用 Diin] BOR hays in 按 所 述 顺 序 的 一 个 排列 [5 
ee cea fy BRA in 
25) Dk kal 所 需 对 换 的 次 数 ,从 行列 式 的 定义 得 到 


(k) 


a=, D CIEL aC) Bae Bin 


fie sim 


(k) 


x i) 2 (=D Te Bia "Pim 


1 . .mm ke 
-A he BI ). 
结合 (8.3), 立 中 导出 (8.1) 中 当 m < n HIN SA. O 
8.2. Hadamard 不 等 式 


定义 8.1. iZ A= (a, -++,a,),a;,€C’,i=1,-°°,m, 则 
G(A) = detARA (8.4) 

叫做 向 量 aa 的 Gram 行列 式 ( 或 4 的 Gram 行列 式 ). 

容易 看 出 ,对 于 4em, 4 m > n 时 , 必 有 GCA) = 0. 

设 A1€E CA(1 < 1 < ç). Mk C PHB a XXT RCA) 
和 RCD: 的 唯一 分 解 ( 见 (7.5) 式 ) 为 

| q = r + Ayr = Pgapa € RCA), 
ñ = Pgapta € RCA4;)*, 


H 
lla |; = Ir] + lal 
Al 
o < lâle <1 
lal, 
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因此 可 记 


sin0(a, R(A,)) = lâlla 
alja 


0 < (a, R(A)) < Z. (8.5) 


我 们 从 平面 几何 学 知道 ,如 果 a, 与 a 是 R 中 的 任 二 向 量 ( 见 
图 1-4), BI) 


G((a,, a)) = 


T T 
ada, aja 


aa, ata 


= lailalaCI — c08 Ca, RCa))) =? 
~ llalšla,lšsiwaCa, R(ao), 


下 面 的 引 理 8.1 推广 了 这 一 重要 结论 . 

5188.1. 设 4, = (a,,---, a) a; € Ct i= L... . HF 
任 一 向 量 ae C"。 如果 记 A= (A,,a), l 

G(A) = llalliG( A,)sin20(a,R(A,)), (8.6) 

其 中 G(A) 5 GCA) 43 AS A HY Gram 行列 式 ， 
sin O(a, R(4:)) 的 定义 见 (8.5)。 

证 明 : 

首先 注意 到 , 当 rank4 < 1 时 ,(8.6) 式 两 端 均 取 零 值 ， 这 时 
(8.6) 式 显然 成 立 ; 当 rakd, 一 /一 ”时 ， 

G(A) = sin0(a, R(A;)) = 0, 

(8.6) 式 亦 显然 成 立 ， 所 以 ,只 需 讨论 1 < ”并 且 Ae Cp: 的 情 
É. 
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将 g = (æt On) 分 解 为 


a=r+ ñ, r= (pi,: 


** ,pn)’ € RAD 


Me 8.7 
ñ = CORE Jl € R(A;)-. ; ) 
h r= Ae, e€ C! UR APA = 0 得 出 
Ala — 4e) == 
因而 有 
AFA: + Ara(—1)=0 
I : (8.8) 
(die + r(—-1) = 0, 
a? 
记 41 一 | ; ja EC, i m,n 则 (8.8) 式 可 写成 
a™ 
APA, A cN . 
(We AP sso 
a’ p; \-— | 
FH yz Bs 4 E 
A Ay A/a 
d oe )= o, i=, 27, (8.9) 
Pi 
考虑 到 
AHA, AB@ ATA, AF Ay A; 0 
det ( Lp aa ) = det ( W AEAN + der ( W ' ) 
a p | a“ © Pi 
ATA; A 
mde (OI DESEN r= l, +e, n 


所 以 从 (8.9) 可 解 出 


p; = — 


FN 
| 
> 
= 
l 
k 
s, 
| 
&çš 
l 


Y p; 
i=] 
A; A, Aba 
== det ( | re G(A;) 
1 d 


= aa? &; m; 
det (2 A, oo 
_ at4, alia _ GCA) 
G(A,) G(A,) 
再 联系 到 (8.5) , 便 导 出 
lalsintg(a,RC4D) = GPA, | 


如 (8.6) 式 成 立 。 O 

Al] FA 5 | BE 8.1, 通 过 递 推 可 得 

定理 8.2. 设 a, ---, ae C”, A, = (a, +++, &), 
k=l, ++., Ml 


G(41) = il lol - I sin’9(@;,RCA;-1)), (8.10) 


作为 定理 8.2 的 推论 ,我 们 得 到 E 
定理 8.3 (Hadamard KER). 设 A= (a,,°+-,a;), a;€ 
C” i= 1,---,7, WIJ | 


G( A) < I] a;l. (8.11) 


等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 a? a; 一 0, tÆ], i,j 一 l... >? 。 
下 面 的 定理 8.4 和 定理 8.5, 与 Hadamard 不 等 式 等 价 . 
定理 8.4. 设 A= (a) Ee C, WA 


|det 4 |? < <I] (> CA ) (8.12) 
和 
[ded |? < II (> les). (8.13) 
定理 8.5. A= (aú) CO 为 半 正 定 阵 。 则 
detA < I Osis. (8.14) 
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注 8.1. Hadamard 不 等 式 已 经 有 90 年 的 历史 了 . 90 年 来 , 积 
累 了 许多 不 同 的 证 法 。 本 节 的 证 明 方 法 ， 是 作者 参考 TaarMaxep 
[197] 给 出 的 。 对 Hadamard 不 等 式 有 兴趣 的 读者 ， 可 参阅 
E. F. Beckenbach 与 R. Bellman 的 专著 [52]。 对 于 定理 8.5, F 
面 再 给 出 一 个 证 明 : | 

无 妨 假 设 4 AECE 294 4 2936 IE SER, n] SE 2 PS 1E. 
定 阵 Atel, Hh s >0; 然后 取 极 限 e 一 0 即 可 )。 由 定理 
3.2 知 ,4 有 三 角 分 角 


< j (*s 0 Ne I” ) IL eCe-pxe-D — (8.15) 


Il L/\O L! 
上 式 亦 可 改写 成 
® z) _ (Val * ). 
a A, * HELLE 
在 (8.15) 式 两 端 同时 取 行 列 式 , 得 到 
detA = |lul*|detL|” , 
< Mapal + L Lu) = audetA,, 
再 对 正定 阵 4, 进行 同样 的 讨论 ,依次 类 推 即 可 得 到 不 等 式 48.14). 
J 
习题 
1. 设 a= (attt) 与 和 一 (6 808, € C. 试 利用 
Binet-Cauchy 公式 证 明 Cauchy 不 等 式 
la#b| < Jjallallbllz. 
wy BAS B 236 EES. MU 
det(A + B) > detA + det B, 
3. 设 A = (a) € C, a= max | oil ， 试 证 


ldetA| < nia”, 


Ay -Aik 
4. 设 4 -| | wens Ai < ; < kS 
A, 。 -Akk 
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为 方 阵 。 试 证 
k 
detA < Il detA,; 
(推广 的 Hadamard 不 等 式 ). 


A B 
5. 设 及 一 (5 。) 为 正定 阵 ,其 中 Be Om, 试 证 ， 对 于 
任何 Re Cnx"。 恒 有 

detH < detA ,det(C + RHB + BYR + RĦAR), 


并 且 等 号 成 立 的 必要 与 充分 条 件 是 AR + B = 0. 
第 一 章 说 明 


这 一 章 的 几乎 每 一 信者 是 独立 的 课题 ， 并 且 已 有 相当 丰富 的 
Wa. 本章 所 论述 的 ,仅仅 是 与 短 阵 扰动 分 析 有 关 的 一 些 基本 概 
SMEAR, EAZ Householder [106].,Ben-TIsrael 与 Greville 
[55], Taurwaxep [197] 和 Stewart [157]. 
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第 二 章 范 数 与 度量 
§1 C” 上 的 范 数 


C 上 的 范 数 的 概念 是 复数 的 模 的 概念 的 推广 。 复数 $ 的 模 
IELE CH R. ( 非 负 实数 集 含 的 一 个 阔 数 , 它 有 三 条 性 质 : 

1) £ => 0= |] > 0 (正定 性 )， 

2) |e#| = |al1s| ( 齐 次 性 )， 

3) |ë + | < |£] + hl GAREA). 

定义 1.1。 一 个 从 CG 到 R, 的 函数 > 时 做 C 上 的 范 数 ,如果 
它 满足 

1) x = 0 = (x) > 4 (正定 性 )， 

2) v(ax) = |alv(x)【《 章 次 性 )， 

3) v(x +y) < rl) + Wy) (=È ATEA). 
FATA x = (¿:, `... En) E; y = Cn, a) Ne)? 是 C” HERRA 
量 , a 是 任意 的 复数 ， 

从 定义 1.1 容易 导出 

(0) = 0, »(—x) = v(x) 


[vlæ) — rly) < x(x — y). (1.1) 
C FEBS TIULE SK E AN: 
例 1.1. jæ |l: = 之 |g; »Vx 一 (Eis: t3 En) € C”, 


Í n 
例 1.2. æl = 21161 We = Ge BPE C, 
例 1.3. [a fleo = max |š;| „Vx 一 Cé15° ` ` , Ë, Jr € C”, 
上 述 三 种 范 数 ,可 以 看 作 下 述 Holder 范 数 (或 ” 范 数 ) 的 特 
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殊 情 形 : .~ 
@J1.4. æl = (X 161?) ,1 <p < 00, Væ = Cage's 
En) E O”, | 
本 节 习 题 2 的 提示 ,将 指出 证 明 [|x l, 是 范 数 的 一 种 方法 . 
4 p= 1,2 BJ, [x ||, 分别 是 xj 和 |xll;。 此 外 ,有 
lim lixll, = l|]. 
下 述 定理 指出 ,可 以 利用 已 知 的 范 数 去 构造 新 范 数 。 
定理 1.1， 设 A 是 C” 上 的 范 数 , 4€ cr, Wa 
v(x) = (Ax), x€ C" 
所 定义 的 zz 是 CC" CER. 
证 明 : 
gt 定义 1.1 中 的 1), 2)5 3). 
1) x OEE Ax Æ+ 0 = > v(x) = pdx) > 0, 
2) 2(ax) = pladx) == |a| (Ax) = || v(x), 
3) v(x + y) = wl ACx + y)) = (Ax + Ay) 
< uw Ax) + (Ay) = v(x) + x(y). L] 
推论 1.1. a Ae Ce" 为 正定 阵 ， 则 由 
v(x) = MV xi Ax, x€ Cn 
定义 的 > 是 4 上 的 范 数 . 
证 明 : 
根据 正定 阵 的 三 角 分 解 (第 一 章 定理 3.2), 4 = LLLP ,了 上 是 具 
有 正 对 角 线 元 素 的 下 三 角 阵 ， 于 是 
v(x) = Ll), 
再 由 定理 1.1 BP Ae eC" Eek. U] 
通常 在 C” 上 以 | H, 为 范 数 。 由 | hÆ C 诱导 出 的 度量 , 叫 
做 Euclid 度量 ， 即 对 于 C 内 的 任意 二 点 x 一 (Eois 6) 与 
y= Q: na), Bi or, 


Ix — yh = J> lE — aul? 


x [> 
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作为 它们 之 间 的 距离 ,从 而 Cr 成 了 一 个 度量 空间 。 下 面 就 是 在 这 
种 度量 的 意义 下 讨论 问题 (比如 开 集 , 闭 舌 拆 也 ,连续 性 ,等 等 ). 

引 理 Ll. Go C" 上 的 范 数 ， 则 v(x) 是 x€ Cr 的 连续 函 
数 . 

证 明 : 

按照 连续 函数 的 定义 ,只 需 证 明 ， 任 给 8 > OES > 0, 使 
当 jy 一 x 二 3 时 ,有 |z(y) 一 v(x)| < e, 此 处 x 一 (8,,…， 
En) p y = (ms, mT € Cn. 

今 以 e 表示 1" 的 第 i 列 ， 利 用 (1.1》 和 范 数 的 性 质 2) 与 
3) ,可 得 | 


|”(y) 一 xz 和 wy — x) = > ( >) G — se ) 
< >; |a; T E; | v(e; ) < "P: |an; 一 gil" m 


bs ve) = rly — xlb, 


其 中 7 一 JÈ vie) >0, H5r, vex. 显然 只 需 取 


5 一 取出 当 ly — >|, 二 5 时 , 必 有 |v(y) 一 v(x)| < e, DJ 
引 理 1.2。 点 集 
Fog = {HE Cr. |a], = 1) (1.2) 
是 Ce 内 一 有 界 闭 集 . 
ESA: 
对 于 任 一 点 x= (é,,° -*,F, E I wos 由 


POAT xl = J$ (Sl? SV lelle = Vn 


可 知 , .Fs 是 C? 内 一 有 界 集 . 
为 了 证 明 Z. 是 C0? 内 一 闭 集 , 只 逢 证 明 : 如 果 lx Ly HE Z 
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内 一 无 穷 点 列 ,并且 limilx,— æl = 0, W|) x€ Fo, 
k — 


显然 存在 (x, 的 一 个 无 穷 子 列 {xu}， 使 得 对 于 某 一 个 确定 
的 1(1 < < n), x, 的 第 i 个 分 量 EM? 的 模 为 1,i = 1, 2 
设 x 的 第 i 个 分 量 为 8, 则 由 

= [Ei | = | ef? — [5 ll < lš — š,| < llx,, — xl, > 0 

(i — co) 

立即 得 到 |g) = 1, BB xe .Z.. O 

利用 引 理 1.1 和 引 理 1.2 ， 可 证 下 述 关 于 C" .上 的 范 数 的 等 价 
HEE, | 


var y wa 


定理 1.2. iz > 与 4 是 CC" 上 的 范 数 。 WEEKS p. AR 


的 正 数 r r,, 使 得 TF x ay 
r (x) < w(x) < rolx), Vx € C, (1.3) 
. 证 明 : . | 
当 x= 0 了 时，(1.3) 显 然 成 立 。 所 以 以 下 考虑 任 一 xe C", 
x = 0. 
一 方面 ,有 


wx) =n (>) be) < D El ule) < xlo GA) 


Sth p = > ule) > 0 5 x EX, 


另 一 方面 ， 据 引 理 1.1, # 是 C 上 的 连续 函数 ; 据 引 理 1.2， 
(1.2) 所 示 的 F < 是 C 内 一 有 界 闭 集 。 因此 ,4 E S < 上 达到 
极 小 值 a= i min n ply) > > 0. Wo x = [zlley， 显然 yl Fo, 


wp. Ü. L. 


因此 


8 


p(X) = Hz-y) = [lxllouCy) = xlo. (1.5) 
(1.4) 与 (1.5) 给 出 
I|x||;P, < (x) =< Hæll? (1.6) 
其 中 正 数 户 ， 访 与 x 无 关 ， 


同 理 避 得 
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ælg, < V(X) =ç |] X04, (1.7) 
其 中 正 数 4, 2, 亦 与 x 无关 . 
由 (1.6) 和 (1.7) 立 即 得 出 


0 < +, = Pi < ux) < == ra m 
q; v(x) 
pj 1.5. 


mes < | xi < allxllo, 


= lxll, < fel < |x, 


1 
— lxl < ixl < llk. 
Ja 


x “由 C" EAR ia, 可 以 诱导 出 C 上 的 不 同 度量 ， 从 而 在 
Ct 上 建立 不 同 的 拓扑 定理 L2 B, 这 些 不 同 的 拓扑 是 等 价 的 . 
比如 ,下 面 的 定理 1.3 指出 了 极限 定义 的 等 价 竹 - 
设 x, = (EM 4+ ERTE C" k= 1,2,:-... WH 
lim gs? =g; G= ln), 


则 称 向 量 序列 {xx} 有 极限 x = Chi, En) € C, 或 称 x, 收 全 
到 x, 记 作 


lima = x, 
定理 1.3。 设 > 是 C" 上 的 任 一 范 数 ， xxx E Cs, H 
| limx = x< | lim v(t, — x) = 0, (1.8) 
证 明 : 
i 记 x = (6&,. ` ean) s x, = CE, . 33 T „k=l, 2, 
首先 容易 得 出 


lim št = (i = 1l,- ° ` st) <> lim |x, — Xl = 0; (1.9) 

再 利用 定理 1.2, GES x ,x (k = 1, 2,…….) 无 关 的 正 数 5 与 5， 
使 得 | 
swx — x) < |x, — x |< < s(x — x), 
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De gy = 
因而 oe 
lim |la, — x" = O<> limr(x, — x) = 0, (1.10) 
大 -站 加 k — œ 


把 (1.9) 与 (1.10) 联 系 起 来 , 便 得 到 (1.8)。 口 


习题 
1. 证 明 the bal 1 满足 三 角 不 等 式 . 
2 HEB | l, 满足 三 角 不 等 式 (提示 如 下 : 
@ Young (1921) 曾经 证 明 : HY F>0 时 , 4 一 pE) E 
严格 单调 递增 函数 , 目 满足 9(0) 一 0, Himp() 一 boo, 则 对 


于 任意 二 正 数 0 与 8, 有 


a8 <\" pa + |” yan. Cr) 
利用 Young AERC iE HA: 对 于 C B > 0 与 P > 1.8 
oa | Bt 1 1 
ag LKL, l tay, (x *) 
P q P q 
@ 利用 不 等 式 (**) 证 明 ， 若 x,ye C", W 
|x"y| < Ixlbliylles $+ 1. (kk) 


@ 利用 不 等 式 (***) 证 明 
læ + yl < ixi, + lly. D 
3/ 设 2 是 2" 上 的 任 一 范 数 。 试 证 
F, = {xe C*:v(x) = 1} 
是 C” K-ART, 
4. 设 » 是 C*” 上 的 任 一 范 数 。 令 
B, = {xe C*: v(x) < I}. 
AILS, E-THS OK BAN AD SANA AA OS ), BUTE 
BA: 
G) 存在 s> 0, 使 得 (x€ Œ: lx, SECB, 
Gi) Ai TD E lal < 1 Mace CWA axe B,, Vx € 22,, 
Gi) BEC WAR, 


° 57 ° 


Gv) B, tz C" 内 的 闭 集 ， 
(v) B, i” AN, 


$2 Cm 上 的 范 数 


2.1 基本 概念 


把 C" 上 的 范 数 概 念 推广 到 C”*"* 上 , 便 是 C”*? 上 的 范 数 。 

定义 21. 一 个 从 C 到 R, 上 的 函数 v n e C E pya 
数 ,如 果 它 满足 

I) 4 关 0 一 >»v(4) > 0 (正定 性 )， 

ID v(a4) 一 lalv(4)( 齐 次 性 )， 

ID »(A + B) < >XXA) + XX B) (三 角 不 等 式 ). 
其 中 4, BEC’ 中 任意 的 矩阵 , “是 任意 的 复数 。 

从 定义 2.1 容易 导出 

2(0) = 0, v(—A) = »(4) 


1XK4) — x(B)| < CA — B). 
例 2.1， 对 于 A= (ayj) Cr", & 
>; (anit. 
| 4 ||P i 4 的 Frobenius 范 数 (或 者 叫做 4 的 Euclid A), E A= 
把 4 视 为 C"” 中 的 一 个 向 量 , 取 其 Euclid 长 度 所 得 到 的 汽 小 。 因 
Ht EMEA Frobenius 范 数 是 向 量 的 Euclid 范 数 的 自然 推广 。 
例 2.2. 对 于 A= (e, E 0, & 
4 = max ail, 
范 数 le 是 向 量 范 数 le PU AT. 
例 2.3. 对 于 A = C7) € Cr, < 
[Al = = > lasl. 


n i j=l 


Alle 一 
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MN J. selasa h 的 一 个 推广 . 

注意 到 ,如 果 把 4e C"*" 看 作 Cv 中 的 一 个 向 量 , 则 C"x" 上 
的 任 一 定 阵 范 数 ， ALAC’ 上 的 一 个 向 量 范 数 。 根据 定理 
1.2, BHISE 

定理 21 设 y 与 x 是 C”” 上 的 范 数 。 MEES 4A 
关 的 正 数 5 与 5, 使 得 

sw A) S uA) RA), VAE O” 
设 A, = (afb) E C, k= 1,2, WR 
limefp = ou(i = 1, mj lye n), 
WUER Fae REII {Art 有 极限 4 = Ca) € C7 ,或 称 A, W SU A, 
记 作 
lm 4, = A. 


k —= o 


因此 ,如 果 把 4€ 人” 看 作 C”? 中 的 一 个 同 量 , 把 C EW 
任 一 扼 阵 范 数 视 为 C”*” 上 上 的 一 个 问 量 范 数 , 则 据 定理 1.3, APA 
结论 成 立 : ` 

定理 2.2。 设 vie ar" 上 的 任 一 范 数 ， A, Ay, Az, `` 
e Ce 


lim 4, = 4 <> limv(4, — 4) = 0. 
值得 指出 的 是 , 范 数 | l 具备 所 谓 “ 相 容 性 条 件 ”, 即 
\ABlir < lAl] Ble, Y4 € C”, VB € Coxk 
事实 上 ,如 果 令 mal 4*4) 表 示 444 的 最 大 特征 值 ， 则 有 
|AB|} = (BY AN AB) < tna A A B*B) > 
< (aA ue B"BY ris |z. 


但 是 ， 范 数 | 1 和 上 1 都 不 具备 “ 相 容 性 条 件 ”。 Bln, wh 
1 1 1 0 , pi _ 
4 一 (，。 1) 和 8 一 (1 |). # la tela, i 


JAB, = 2 > llAlSIIBI: (Al. = Bl = > 而 


之 Í ` 
48= | ， | ° 59。 


JAB = > > (Alla la, 


在 数 人 分 析 中 ， 具 备 相 容 性 条 件 的 范 数 在 使 用 上 是 特别 方便 
的 。 因 此 ,特地 给 出 下 列 定 义 。 
定义 22: jk pr:C2x2 — R}, v:C”*k > R, 和 op: C"** > Rt 
是 定 阵 范 数 。 如 果 
o(AB)=< w(A)v(B),VA€ C”, WBE C4, 
则 称 “> 和 2 是 相 容 的 ， 特别 地 ,如 果 C"“” 上 的 范 数 > W E 
IV) v(AB) 三 vA4)v(《B) CARE), 
则 称 bz 是 自 相 容 的 矩阵 范 数 ,或 简单 地 称 » 是 相 容 范 数 。 
定义 2.2 包含 了 征 阵 范 数 与 向 量 范 数 的 相符 竹 定义 ， 满足 这 
种 相 容 性 的 有 
lAxll < |[Allellel,, vAE CP", Vx € C, 
事实 上 ， 
[Aæ] = x APA <ç ma APA) Nz < tr( A A ) Nx; 
= Jailli? 
下 述 定理 2.3。 将 说 明 对 于 任 一 相 容 的 矩阵 范 数 , 必 存 在 与 之 
相 容 的 向 量 汇 数 . 
定理 2.3。 设 上 jH: Ce 一 R, 是 一 相 容 的 矩阵 范 数 。 则 在 
C"” 上 必 存 在 与 外 | 相 容 的 向 量 范 数 v. 
证 明 : 
任意 取 定 一 非 零 向 量 ace Cs, 定义 
v(x) = |xaT||, x € C”, 
容易 验证 v E: C 上 的 向 量 范 数 ,并 且 由 
x( Ax) = |l Azaz]| < |[A]ll]xa™l] = lAlly(x) 
立即 得 知 > 与 | A. L| 
相 容 的 矩阵 范 数 还 有 一 个 重要 的 性 质 , PH 
定理 24. 如 果 ll 0 — R, 是 一 相 容 的 矩阵 范 数 , 则 对 
任 一 AEC, 有 
lal S lid, Ware CA). 


fa 
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证 明 : 

据 定理 2.3, 在 C" 上 存在 与 | 相 容 的 向 量 范 数 "。 设 x 是 
ART 1 的 特征 向 量 , 即 

Ax = AX, x€ C, x0, 
则 由 . 
[aj] (a) = (ae) = v( Az) < IJA llo) 

和 v(x) > 0 立即 推出 定理 之 结论 . 口 . 

从 不 同 的 角度 ， 可 以 把 范 数 加 以 分 类 ， 在 数值 分 析 中 常常 全 
用 的 是 算 子 范 数 和 再 不 变 范 数 。 F-E ( 即 2.2) 讨论 算 子 范 数 ， 
$ 3 讨论 西 不 变 范 数 . 


22 算 子 范 数 


首先 证 明 两 条 引 理 . 
引 理 23 i vÆ Cr 上 的 范 数 。 则 点 集 
Z, = {xe Gn; p(x) = 1) 


是 C” 内 一 有 界 闭 集 ， 

证 明 : 

1) 据 定 理 1.2, 存在 常数 r r, > 0, 使 得 

r (x) < ||x||, < rl), VxE C, (2.1) 
由 此 立即 得 出 
[x], < r,, Vx € .Z,, 

所 以 .Z , EOWA. 

2) 由 (2.1) 和 


v(%) 一 v(x, — xX) v(xX) < (Ar) + v(x 一 X) 
Ay Al, 如 到 Xis, ` `° 是 F, 中 的 点 列 ， 并 且 jæ; — xjl — 0 
(R > co) WS 


] 一 1 Ie, — xl, << r(x) < 1 + 二 lx — xxll, 
r, 7 1 


Sk > co ,得 到 zz) 一 1, 凤 x€ .Z,. BRA Z, EJ. O 
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参考 证 明 引 理 1.1 的 办 法 ,可 证 (作为 本 节 的 习题 1) 
引 理 2.4. jz u S O EAR, Acc, MJ ApC4x) 是 
x€ 4" 的 连续 函数 . 
因此 ,如 果 任 取 Cs 上 的 范 数 y，p( AX) 必 在 .Z ,上 达到 极 大 
值 。 所 以 可 以 定义 
[Allee max pl Ax), 4 € Om, (2.2) 
m parap a OO et E 
EIE 2.5. 设 p:C7 > R, 和 vv:C" 一 Ri 是 向 量 范 数 。 如 果 按 


(2.2) X ||. hes: C” — Ry, WJ] |... SC" EATER. 
证 明 ， 


首先 由 (2.2) 可 知 
— sup LCAX) 
A lli» wee v(x) 。 
因此 
uC Ax) S |A lleno), YA E€ Cs yx € Cn, (2.3) 


以 下 证 明 : | l, 满足 矩阵 范 数 定义 中 的 性 质 D AD tD. 
1) 正定 性 。 设 4 Ao, BA i, 使 Ae, 关 0。 此 处 e; 表示 
I? 的 第 i 列 向 量 。 于 是 由 (2.3) 知 
0 < wh4ei < Alisle) = lálla > 0. 
2) FKE. Eae C, 有 


lad ll... = max (G Ax) 一 max |a| #Ç( Ax) 
v(x)=1 v(x) =! 


= al Alien. 

3) 三 角 不 等 式 . 任 取 A.B e Cs ig x BE v(x) = 1 
Ë (CA + B)x) = |A + Bs， 则 由 (2.3) 知 

[A + Bilu» = (CA + B)x) < p(Ax) + pl Bx) 

< Aller) + IB llano) = Alao + (Bll. O 

根据 定理 2.5, 可 以 引进 下 述 定 义 ， 

定义 2.3。， 设 4 与 分 别 是 C” 与 C* 上 的 范 数 , 则 由 (2.2) 所 
定义 的 上 Hani OP" > R, We CP 上 的 算 子 范 数 , 或 从 属于 x 
与 的 范 数 。 
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关于 算 子 范 数 的 相 容 性 ,有 下 述 结果 . 

定理 2.6。 Bey 与。 分别 是 C”", Cr 与 Ct* 上 的 范 数 。 加 时 
按照 《2.2》 分 别 定义 Cm, C Om 上 的 算 子 范 数 | W... 
| W... 25° IP “hess WA 

IAB llao < JA, IB||,.., VAE C, VBE Crt, 

证 明 : O 

没 ak Cola) 一 1 并 且 p(4 Ba) = ABI MERER 
(2.3) 得 出 

llAB|],,, = #( ABa) = x( A( Bu2) S |All Ba) 
< || All, B |, oG) = |All. Bile. DJ 

当 m= n — k It We pv 和 ow 为 C" 上 的 同一 个 范 数 , 则 从 
定理 2.6 立即 得 到 

定理 2.7。， 设 » 是 C" 上 的 范 数 ， 则 在 C” 上 从 属于 » 的 短 
阵 范 数 ‖ 中 ,是 相 容 范 数 , 即 | 

|4B]],<||4|,|Bl,, VA, BEC, 


此 外 ,还 有 
定理 2.8.， 设 是 C* 上 的 范 数 ,| ,是 C"**” 上 从 属于 yr 的 
BEDR. Wl HE C 上 与 vz 相 容 的 任 一 种 矩阵 范 数 。 则 
lalh < All, VA € C" 
证 明 : 
We x€ C 满足 Kx) = 1, 并且 >( Ax) = |], WH 
|All, = *( Ax) < 14ly(x) = jal. D! 
注意 到 ， 如 果 把 C” 上 的 范 数 | th | jj 与 | Io PRAIA 
CG <n) 上 ,恰好 是 C 上 的 范 数 ‖ Hol ib Sill ,所 以 , 根 
FEE HE 2.5, 可 以 得 到 CP" 上 的 算 子 范 数 上 lle: 
14l; = max I Axle, Ae Cn. p= 1, 2, oo; (2.4) 
而 且 由 定理 2.6 可 知 , 这 些 算 子 范 数 都 是 相 容 范 数 , 即 
WABllp < |Allei]Blle, 4€ C"*", BEC p= 1, 2, 00, 
(2.5) 
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关于 All. 有 下 面 的 表示 定理 . 
TH 2.9. jx A= (eG;)€ Cm , 则 有 


[lk = max X foils BRA Pigge) 


[Allo max Do lal Serie 


lAl = V A; (A A), (2.8) 
VERA: 
id A= (a, "tty a,n)» 其 中 a; € C”, 1 = lytta n, 任 取 
x= (Eist ey Š, DI = 0, 有 


4x = |>) Se) < Sll lalh < max la læ, 
上 式 表 示 


| Alf, < max aj ifs. (2.9) 
男 一 方面 ， RNAS max la; = [ar 则 由 les tlt = | (e, 表 
mm I° 的 第 列 向 量 ) 和 


| Aer ll | 
Jei 7 larih = max lalh 
知 
Al], > max llajll. (2.10) 
1</<n 


把 (2.9) 与 (2.10 ) 联 系 起 来 , 便 证 明了 (2.6). 
间 理 可 证 (2.7X( 作 为 本 习习 题 2). 
关于 (2.8) 的 证 明 , 只 需 利用 4 的 奇异 值 分 解 : 


2, 0 n , 
4= uU (° i? s 2, = diag(o,,---,¢,) > 0, 


Hu AV ARE. 按照 定义 (2.4), 有 
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21 0 
idl} = max x” A! Ax = max (Vex) ( ) Vix 
Hæll, =l 0 0 


\ixll,=l 
3 o w 
= mx" o )y tn 494)., D. 

YT Alle? = 1 2,co) 的 表示 式 (2.6) 一 (2.8)， 通 党 把 |All 
和 IA lfe 分 别 叫做 4 的 列 和 范 数 和 行 和 范 数 ， 把 A ll sya aa 
范 数 

矩阵 的 谱 范 数 不 便 计算 ,但 它 有 许多 很 好 的 性 质 ， 在 理论 研究 
中 是 常常 用 到 的 ， 下 述 定理 列举 了 它 的 若干 性 质 . 

定理 2.10. 设 Ace Cm fil 


Alb WT: ly" Ax|, (2.11) 
WA" |, = AT = (Ald, (2.12) 
A" A] = JAIB, (2.13) 
lal s [A [fA llos (2.14) 
并 且 对 于 任意 的 西 阵 Ue Cm 和 V e Co”, 有 
JU AV|||, = lllh. (2.15) 


证 明 : 
1) 设 x€ Cr 与 ye C” 满足 lx 一 yl 一 1 则 由 Cauchy 
不 等 式 , 有 
|yAx | < lyllsliAxll; < 14 ll: llae ||, = l4 thes 


另 一 方面 , 设 |=], = 1 HH Axl = Alp. WER 


y = Ax 
es | 
| Axl], 


x dx 


|| Axl, 


TA 


ly Ax] = = |Ax|, = lAl. 


因此 (2.11) 式 成 立 . 
2) 利用 (2.11)， 可 得 
1 4 由 = max |y"Ax|= max |x 4y| 


llxtla=ll ylls=1! llzil =ilyli;z=1 
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= All, 
因此 (2.127) 成 立 , 
3) 利用 (2.5) 和 (2.12)， 
14 Al < Ahl = 141l; 
2 JJ Bi I x HE lelh = 1 7 || Axl], = 4l 并 在 (2.11) 中 取 
y = x, i] 
AP All, > xA" Ax = Axl = AB, 
因此 (2.13) 成 立 。 
4) 利用 (2.8), 有 
WA? = tnx A™ A); 
再 根据 (2.5), | 作 是 相 容 的 窍 阵 范 数 ,因此 由 定理 2.4 可 得 
tmax( A®A) S JAFA SAM Al, = JAA fla 
所 以 (2.14) 成 立 . 
“ 5》 由 (2.8) 和 
max[(UAV)I(UAV)] = ¿L CASA) 
立即 得 到 等 式 42.15)。 口 
定义 2.4. 设 Aec w 
o p(A) = max{ ||: 1 € ACAD) 
叫做 4899545. g 
定理 2.4 RBA, WA E C 上 的 相 容 范 数 , 则 
p(A) < liall, Va € Cm, (2.168) 
另 一 方面 ,有 下 述 重要 结果 : u 
E 2.11. ji AcO™,e>o, 则 存在 C”*” 上 的 相 容 范 
数 | 化 依赖 于 4 和 e), 满足 用 六 站 一 1, 使 得 
Al] < CA) + e. (2.17) 
证 明 : 
根据 第 一 章 定理 1.2 (Schur FED, 存在 上 三 角 阵 T = 
U4¥4U, Hu yew, TSeAA+M, A= diag (A, `: , da), 
Aro ,4s 为 4 的 将 征 值 ,性 = (mi) APR E= AE. H 
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ë = min 41 E | 
> (n—1) max |m] , 
1<: <;j=<m 

令 D = diag (1,5,5 ，… ,0 "), HI 


2 一 
Ay Mpo MÔ “mn0” 1 


DTD =| ^ Með > mað 
() `. i, 
于 是 
DU®AUD|, 一 DT7D。 
< max]; | + max | z,; | Q + ó + se + 5" )8 
< p(A) + (z 一 17max| mi|6 < o( A) +e, (2.18) 
现 定 义 C 到 Rj 的 函数 让 IH: 
IG || = ||jD“U*GUD||., WG € Cs", | 
BA HE Cs" 上 的 相 容 范 数 ,满足 1 一 1 并且 由 (2.18) 知 
(2.17) BAT. O 
注 2.1. 与 (2.18) 式 类 似 , FARM: | 
ID:UPAUD|, < peA) +e, | (2.19) 
因此 ,也 可 以 定义 C” 到 R, ABE J | 
IG] = IID--URGUDI|,, WG € Cs", 
| || 也 是 Cs 上 的 相 容 范 数 , 满 足 M = 1， 并 且 由 (2.19) 可 得 
(2.17). 
利用 定理 2.2 和 定理 2.11, 可 证 下 述 结论 (作为 本 节 习 题 3): 
定理 2.12. jg 4e C MH 
lim A* = 0<— o (A) < 1. 
进而 可 得 
定理 2.13， 设 Acc 则 


> At kk <> lim At = 0; (2.20) 
k=0 >° ` 


面 且 当 (2.20) 右 端 条 件 被 满足 时 ,有 


> Az = (i — A)", (2.21) 
k= Ü 


此 外 ,对 于 收敛 级 数 >) 44 的 部 分 和 。 有 下 述 估计 ， 即 : 存在 
R=0 
C” 上 的 相 容 范 数 | |, 使 得 


Ir D" — 21 atl < (2.22) 


Al” 


1 — |All’ 


证 明 : 
tt => 7 


记 At = CaP), k= 0,1,2,7, >) 4 收敛 , 即 指 每 个 级 
k=) 


数 > off Bik (1 <i,i<n), 因此, imap = 0 G <i, 
k=0 ke 
I< n), 8i lim A‘ = 0, 
k —= < 


u <— ” 
根据 定理 2.12 四 jim4 = 01 e(4) < 1, 因而 1 一 4 为 非 


奇异 阵 ， 于 是 由 


> 44d —A)= 1-4" 


k=0 
得 ns 
>) 44= (I Ay — A" — A, (2.23) 
k=0 | | 
再 在 上 式 两 端 取 极 限 k>, BUGS (2.21). ' 这 表示 级 数 
2, At We X, 


不 等 式 (2.22) 可 如 下 证 明 。 据 p(4) < 1 和 定理 2.11， 存 在 
C ERAGE] ,满足 WI = 1, 并 使 得 JA < 1, 将 关 
系 式 (2.23) 改 写 为 


(I — A)" —. > Ak = m+1( ] —_ A)", 
k=0 


从 而 
|= 4) — > a| < ar 一 Ay 


< [APAGO — an. (2.24) 


再 由 
(I — A) 1 = I+ ACI — A) 
Al 
WC = Ad || < |Z + AG — A) "ll 
< 1 +a — 4)", 
Rp 


i — A) || < (1 — llAll) 2. (2.25) 
将 (2.25) 代 人 (2.24)。 便 得 出 (2.22)， 癌 


习题 


Liege C” bay, Ae", 试 证 ex) A <€ C 


2.3% A = (z; € C7", WH |All. = max > losl. 


3. 设 Acc. pi 
lim At = 0<— p( A) < l, 
k 一 o 


4. 设 > 是 C 上 的 范 数 ，B6 Csx" 是 非 奇 异 阵 ，4& 表 示 C" E 
由 p(x) = v《Bx) 定 义 的 范 数 。 令 上 ,和 上 分别 表示 OC” 上 从 
BT eM PWR, WIE 

[Ala = [BAB], YAE Cr, 

SHER: P(A) < 1 < HEEE O, (849 Q — 4047 % 
正定 阵 . 

6. 特 征 值 的 实 部 均 为 负数 的 矩阵 叫做 稳定 起 阵 。 试 利用 第 5 
题 的 结论 证 明 : ”一 8 为 稳定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 正定 阵 
MH, 使 得 BM + MB! > 0, 
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7. 设 4 为 Hermite PE, MI 
[Al < Allo = All < 2? All. 


8.1% AE 人， ACA) = TAF 试 证 


inf [SASi = > ail’, 
i=] 


se Cn 

并 且 上 式 中 的 下 确 界 可 以 达到 的 充分 必要 条 件 是 4 可 以 正规 化 . 

9.1 PERSE P = 了 ), 则 对 任 一 相 容 的 矩阵 范 数 是 ， 
MA JPI 21; sb, BESS P = 1， 则 必 有 相 容 的 捧 阵 沁 数 
| ,使 得 PWS 1. 

10. PARI: Ce 一 Ri， 其 定义 为 

| Al] = nmax | 0 » VA = (aij) € Cn", 

试 证 : | 上 是 C"”*” 上 的 相 容 汇 数 . 

11. 设 > 是 Cr 上 的 范 数 。 试 证 ， 存 在 0 > O, 使 得 由 

| Al] = ov( 4) 

所 定义 的 | «de C*** 上 的 相 容 范 数 ， 

12. 设 Bec, x 5 de C, || eC’ 上 的 相 容 范 数 , Wa 
是 | 下 一 1， 构造 序列 {xy 如 下 : 

x, = Bx, + d,k = 0,1,25°-°, (i) 

试 证 ， 如 果 p| <1, We G) 式 构造 的 序列 x) 收 纹 到 << 
Cr ,并 且 对 于 Cr 上 与 | 1 相 容 的 向 量 范 数 vy, 有 


IB ca) +> 
AR — xO < — Š gy OE) + 9G). 


§3 Ces EASA RL 


3.1 定义 


以 下 用 20, 表示 全 体 s x n 西 阵 的 集合 . 
定义 3.1， 一 个 定义 在 Cm 上 的 非 负 实 值 函数 上 本 做 Cm 
上 的 西 不 变 范 数 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 
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D 4 = 0 => |All > 0, 

H) lleA|| = |a| [All Yee C, 

IUD 4 + Bil < [Al] + Bl, 

IV JU AVI] = Al, VUE On, VV € Pas 

V) Al = JA, VA 满足 rank( A) = 1, 
D— V) 中 的 4,8B 为 CP" HES. 

注 3.1 定义 3.1 中 的 条 件 V) ,等 价 于 下 述 条 件 

VY # A= xy! ee C”, yE C, x Z 0,y == 0, WI 

Al] = l|=1|,lly th. 

其 等 价 性 证 了 明 如 下 ， 

V) = V). Æ rank4 = 1, WH B--BE 3.1,.4 = xy", 
其 中 x€ C7, yeE Cr, HA x> 0, y#0, {E (2.8), 

IAI = fma lyx xy") = lalla yy”) 
= æji y 2 (a), 

其 中 a = (yty) îy 为 单位 向 量 。 易 知 lmla) = 1, Am 


Wellyl = All. (3.1) 
Fem VY Si Y y). 
V)=> VY, # A= xy", HA x= 0, y#0, I 
rank( A) = 1. 


根据 V) 及 (3.1), 立 即 推 知 V) ear. L! 

例 3.1. 矩阵 的 谱 范 数 上 | 和 Frobenius ER || |r ER A 
变 范 数 , 但 上 häl H. AES 4 Ez St. 

值得 注意 的 是 ,如 果 利用 4 的 奇异 值 分 解 4 = USS, 其 中 


之 0 
U E Rlm, V € Wns >= ( " X, = diag (oy, --°,9,) > 0, 


r < miním,n), 则 对 于 C”** 上 的 任 一 西 不 变 范 数 | U. 8 
lall = Ut. 
特别 地 ,如 二 Ae Cr 的 非 零 奇 异 值 为 03502577 … 57, Sill 


JJ A |, = max; [| 4 ||] = Iz. oi, 


MT Tr DARE epp hp ee i 
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ATL, BARTHES FHA. Alaa Piel: 如 
IRL SPISAK RIB AEE RAEN Bee von 
Neumann 回答 了 这 个 问题 。 

FIHIPNEF( 3.2 和 3.3) ,是 为 了 论证 von Neumann Wyte REE 
€<. 


3.2 von Neumann 不 等 式 


gi 3.1. i 46 C”, IH 
Re (A) > Re (WA), VW € 2Z, <> Á > 0. ` 
证 明 : 
en 
记 世 的 西 分 解 式 为 4 一 了 4TY2 ,其 中 4 一 diag(o ,0n) 之 
0,V € 2/,. 设 矿 是 任 一 西 阵 , + U = VHWV = (x) € Wa 
FHA 
Re tr(WA) = Re tr(WVAV") = Re tr(UA) 


m= fti ti 
= Re > a; < > a| ul < > a; = tr( A). 
i=] i=] TT 


E — ” 
设 rank4 =r, ”于 是 4 有 奇异 值 分 解 A= UIV", 其 中 
2, 0 
U = (U,,U2), V = (Vi, V;) € 2Z,,z — [ )， 
r n=r r m—r . Ü) 0 
之 | = diag( cy, ` `° 0r ) 一 0. 如 果 记 VIU = W, = CHF nul 
Re trA = Re tr(UXV") = Re tr(W,2) = >, Re(co;;); 
i=1 
另 一 方面 ,特别 地 取 W = VU", WS 
Re tr(WA) = Re tr(VU"USV"#) = ` oa. 
i=] 
据 引 理 假 设 , 应 有 


> oiRe (Cwn) 之 5 Ci. 
š 一 1 


f=] 
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因此 必须 ReCwi) = 1 一 1 … r, 但 驻 因 为 lwi| 三 1, 所 以 必 
A o; = 1,í= 1,..., r. AB VU = 10, 从 而 得 到 Via Ui, 
A= USUI > 0, O 
引 理 3.2. i A == diag(a,--°,a,) 20, Q = diag(fy, - `°, 
Ba) ER b > 8, > ee > 8, > 0。 如 果 存 在 Uo。, V, € Wa, 使 得 
| Re tr(U,AV,Q) > Re tr(UAVQ), VU, V € 2Z¿,, 
则 UoAV。 必 为 半 正 定 实 对 角 阵 . 
证 明 : 
据 题 设 ， 若 分 别 取 U = WU, V = V, fi U = U,, V = 
VW, 其 中 WERK., WA 
Re tr(U,AV,Q) > Re ur(WU,AV,2), VW € ZZ, 
和 | 
Re trCQU,AV,) > Re (W QU AV,), VW € Wa, 
利用 引 理 3.1, UAV 与 QUAT7。 皆 为 半 正 定 阵 。 令 UAV. = 
r RA 
IQ = 9r" >20, Qr = F#Q > 0. 
由 此 可 得 
ro = QrQ = OT, 
Alita T = diag(Y1,……… oT). HATO > 0 Ri O > 0, EYG’, 
7,29, L! 
BIB 33. E a> a B > D pa Belles 
a(n) fe 1,…,n 的 任 一 排列 , 则 


ti i 


S anobi < >) aiba (3.2) 


证 明 : 

假设 对 于 i= 1,-… ,7? ,已 有 ali) = t, 但 xlr + 1 ) = r + f 
C>1), Mar + ) = r tG) 现 将 wob 中 的 
O arily AL Oats Ür 分 别 换 成 Qarta 和 Cof rr 其 余 各 项 
AR. 由 pr ret 
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(e, + Brat + C+, +: 一 CREN: E 十 xr bris) 
= Bri Pear 十 or 一 0 一 rtdr+s 
= Co, 41 一 C, )(6,+, 一 Bros) = 0 


知 


n 


. n 
> arabi Sabr + > s, 


í mr + 1 £ =+ -+3 
其 中 (rf 十 2),…,x(n) 是 7 十 2,… ,4 的 一 个 排列 .依次 类 
推 , 即 可 得 到 (3.2). D) 
定理 3.1 (von Neumann [128]), 设 4, BE C™ , 它们 分 别 
有 奇异 值 w Z --- ea 2 0 R06, > --- 28,20, WJ 


n 


max Re tr(U AV B”) = >> a8 i. (3.3) 
VEX i=1 
Ve qn 


WEA: 

以 下 仅 证 明 当 m = n IY, 03.3) IZ, 238 m = n BS, 可 先 将 4 
与 B 补 以 帮 干 行列 的 零 元 素 ， 构 成 方 阵 , ABS m = n 时 的 结 
论证 明之 ( 见 本 节 习 题 12. 

将 4 与 B 的 奇异 值 分 解 代 入 (3.3) 左 靖 , 并 无 妨 假 设 A = A= 
diag(@,*** ,0n) 20, B = Q = diag(0,, ` ` ` bn) 之 0。 

首先 考虑 

oe >a, >> 0, 0, > --- > 8, > 0 (3.4) 

BJ15 E. 

注意 到 和， 是 C” 空间 中 的 有 界 闭 集 , 而 Re tr(UVUAVQ) 是 
U 和 VV 的 连续 函数 , 因此 它 在 直 积 空间 2U,BAU， 上 可 以 达到 极 
大 值 。 设 其 极 大 值 在 UV V 达到, 据 引 理 3.2, 有 


UAV, = T = diag(71,°°+,7%,) > 0, (3.5) 
于 是 
max Re tr(UAVO) = tr(TQ) = > Yie _ (3.6) 
UVE My isi 
再 由 (3.5 ) 知 r = w < = 
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U, UE = 1, ` 
因此 Yis* Ya 是 Ory" * >G, 的 一 个 排 1, 记 之 为 Crt ` ° "SG. (nya 
代入 (3.6), 并 利用 引 理 3.3。 立 即 得 到 
,max Re tr(U AVQ) = 5 a,8;, (3.7) 
因为 等 式 (3. 7) 的 两 端 是 Qis’ ° "° >G, Bis" ° “Ên PJ EE SE PE, 
而且 该 等 式 已 在 区 域 〈3. 4) 内 成 立 ， 所 以 取 极 限 ， ZBI He AF A 
(3.7) 在 区 域 
oes ZZ a, 2 0, 8, Ste = 8, > 0 


EIR. 口 
3.3 SG 函数 


定义 3.2. 一 个 定义 在 R° EELER O U AX PRA EE ES. 
数 (the symmetric gauge function, LAP RRA SG pay), 如果 它 

满足 下 列 条 件 : 

D) x = 0 => D(x) > 0, 

H) @(oex) = ləoÜl@(x), Vee R, 

HI) @(x + y) < @(x) + @(y), 

IV) @(Jx,) = O(x), 

V) P(e) = 1. 
其 中 x 5 y EERE n EWA, z 是 1,…, n 的 任 一 排列 ,J 
是 对 角 线 元 素 为 1 或 一 1 的 对 角 阵 ,el: = (1,0,0). 

对 于 Xx 一 (5,"…* ,81)7, OC) 记 为 

P(x) 一 PCE En), 

例 J.2. 容易 验证 ,下 述 Pl) = 1,---,n) 8: R” ER SG 

函数 : 
D(x) = _ max ts 十 … + ëa] ho 


< 
x == (Eis `` son)’ € R”, 
DXICK = lie: an JUU AK R” 上 特殊 的 SG 国 数 。 
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下 面 讨论 SG 函数 的 性 质 . 
引 理 3.4。 设 P(x) BR LW SG RH, x= (Ene, 
ET, WEFO <l, 有 
DP Ers PaE) KOCE En). (3.8) 
WEBA: 
据 定义 3.2 中 的 条 件 IV)， 无 仿 假定 FD 0,i 一 1,.…,n， 
并 且 只 需 证 明 (3.8) 式 仅 当 PAL 时 成 立即 可 ， 即 只 项 证 明 : 当 
0<p < 1 ñi, A ? 
DPE by, Es) < PCE Erst e Ene 
利用 定义 3.2 ,直接 验证 上 述 不 等 式 如 下 : 


PCPE Ese E) =D (Es; + 一 5), tes, 


l — 2? 1 + P l 一 户 ) 
— —a 9° *, > ə= |, tH, 
+ 2 Š; > š > š 


< (E Castas: 5 + 9 (Eist: >) 


= Ee D(x) + e P(x) = O(x), O 


引 理 3.5. 设 P(x) 是 R’ ERS SG PRIX » t= (Ei >; Ë, T, 
则 
ax |£ | < $ (xz) < > |š;l. 
证 明 : 


据 定 义 3.2 PIRH IDV) ESIE 34,6 
[§; | = ®(0,--+,0,8,;,0,°°° 50) < PDX), = l eeen; 


另 一 方面 , 据 定义 3.2 中 的 条 件 ID, IDM V), A 
P(x) < > O(0,---, 0,6;,0,°-+,0) < >; rar LJ 


引 理 3.6. SG 函数 是 R” 上 的 连续 函数 。 
证 明 : 
记 x 一 (Ë,;' ° ° sn) X 一 《了 ° .- Ë, 27, 根据 定义 3.2 rR 
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的 条 件 I) ANS] ML 3.8, 对 于 SG 函数 @, 必 有 
(x) = O(x)| LAX —x)< SE — sl. 


由 此 可 立即 推 知 B(x) 的 连续 性 。 口 
由 引 理 3.6 可 知 ,如果 BCx) 是 R” 上 的 SG 函数 , Ww E= 


y= Cnet sme) € R°, D m: /D(x) EA RAR 
fæ = Gio e Rs: 5 一 十 
上 连续 ， 因 而 可 以 在 其 上 达到 极 大 值 。 所 以 可 以 定义 一 个 新 的 卫 


i > Ein; | 
wy) = max Oe)” y= (m` ° . sN) € R*, (3.9) 
之 AE 
显然 ， wy) HA 7829 
> š m; 
,在 ”ay (3.10) 
wy) sup - Oe) OCR) ` 
或 
ly) 一 ate, 之 Sm; = sup xy, (3.11) 


可 直接 验证 下 述 引 理 成 立 . 

引 理 3.7. 如 果 B(x) 是 R* 上 的 SG a 则 由 (3 DREY 
AY (y) 也 是 R” 上 的 SG 级 数 . 

因此 引进 下 述 定 义 ; 

EX 3.3. i% B(x) ER" 上 的 SG AX, WC. 9) 式 定义 的 
wy HU OC) 的 对 偶 SG 函数 . 

HA (3.10 IZ BAAS HE 

推论 3.1. i P(x) JE R° 上 的 SG MR, vO) 是 它 的 对 偶 
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SG AR » x= GR t. fn)" 与 y 一 (m, ` te Aa) E R”, HN 


引 理 3.8. iz oÆ R° 上 的 SG MM, VÆ Ox SG A 
数 。 则 @ 亦 是 亚 的 对 偶 SG AA. 


证 明 : 
由 (3.12) 可 知 
$ > su XY 3.13 
(x) => sup uy)” | (3.13) 
.. 以 下 证 明 (3.13) 中 的 等 式 成 立 
A i 


B = (x€ R*:O(x) < I}, 
容易 验证 : 绍 是 R" 中 包含 原点 的 一 个 西 体 ( 所 谓 屿 体 , 即 指 R?” 中 
包含 内 点 的 有 界 闭 山 集 )， 因 而 ( 匈 [56] 第 8 章 定理 3: “一 个 闭 
吓 集 等 于 包含 它 的 所 有 半空 间 的 交 ”) 
“如 果 一 个 点 x 属于 R 中 每 一 个 包含 多 的 半空 间 
(z€ R*:z7y < I}, 
Bi x€ æg (BID @(x)=< 1). ” 
由 (3.10) 和 (3.11) 可 知 
BE{zER':zTy < Il <> p(y) < I. (3.14) 
事实 上 , (3.14) 左 端 表示 : x) Cl xy 和 1 特别 地 ,对 于 
满足 B(x) 一 1 的 x, 必 有 xfry< 魏 1。 由 (3.11) 知 Ww(y) 志 1。 另 
一 方面 , 据 (3.10) ,由 oly) <1 可 得 xTy < @(x), 因此 ,如 果 
SCxz) 委 1, 则 必 有 xy 委 1. 即 @C{ze R*:z'y < 1}, 
于 是 ,上 面 引 号 ” “中 的 断言 可 以 改 述 为 
“MR x 满足 “只 要 (y) < 1 RA xy < PP 
wo 则 必 有 P(x) <1, ” (3.15) 
到 wCy) 是 R” 上 的 SG 函数 ( 引 理 3.7), 因 而 
Bi = {yE Ruy) <1} 
也 是 R ROP ADL 于 是 对 于 任 给 的 非 零 向 量 
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x€ Rr, EE Sak (X 5 x AR) 


b, = max XT y = xT YW Woe BD’, (3.16) 
ye 22” 
id £ = = (3.16) HN, Rwy) <1, RA Ky < 1, HAH 
在 yok B ,使 得 Ry = 1, 因此, 根据 (3.15) 所 述 的 结论 MA 
=T 
P(X) < 1 = Ky < x 
(*) yea y eg aly) 
= sup 这 
y+0 Uy) 
BKH <= 之 代入 上 式 ， 即 得 
P(x) < sup xy , (3.17) 


把 (3.13) 与 (3.17) 联 系 起 来 , 便 得 到 
P(x) = su xy 
> wy)” 
Bl O ë g KISHA SG AZ. CI 
定义 3.4， 设 8(5 toin) Æ R” 上 的 SG 函数 ， 对 于 任 一 
ERE 4 € Ce, 如果 ofA) 一 {o oj， 则 定义 
PCA) = @(s,,- 05), 

引 理 3.9. ig A, Xe C, p 5 ir E R° 上 互 为 对 偶 的 SG 
PA. MU) | | 
sup Retr( XË A) = y(A), 

D(X)=1 
证 明 : ú 
1 OCX) = 4851, Ent Š Z :- > E, > 0; a(A) = {o,, 
E Bon > 0, H 7 
P(X) = O(UBXV®), VU € Bins VV € Wn 
可 知 ， 
sup Retr(X"d) = sup Rer(VXFUA) 


OX) =I oO UEXVH ja 
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== sup Re tr(VX"UA) 
(x)=! 


== sup max Re tr(VXĦ"UA) 
OX)=1 V€ Wy, 
UER m 


Se Pa > Eo; 〈 据 定理 3.1) 
一 各 (cc)( 据 (3.117)) 
一 和 (4)《〈 据 定义 3.4), D 
引 理 3.10. iz x= (5 ,5 并 与 一 (oo)7 满足 
Poe > š, Z 0, m > +: - * = n, > 0. (3.18) 
则 
| 十 二 (3.19 ) 
是 使 关系 式 | š 
P(x) < @(y) (3.20) 
对 R* 上 每 一 个 SG 函数 @ 均 成 立 的 必要 与 充分 条 件 ， 
证 明 : 
条 件 (3.19) 的 必要 性 ， 
利用 R” 上 特殊 的 SG 函数 


P(x) = ` max ile: | +-->+ |El} 


< 
x= (E, E De R”, k= 1,37, 
" i 
P(x) SPY), k= 1,---,n 
可 立即 导出 分 量 为 (3.18) 的 x 与 y 必 满足 (3.19). 
条 件 (3.19 ) 的 充分 性 . 
1) 首先 证 明 A. S. Markus 的 一 个 结果 : ”如 果 x 与 的 分 
最 满足 (3.18) 与 (3.19) , 则 向 量 x 必 可 表示 为 


N . 
x = > ny” (N = 2%n1), | (3.21) 
I=] 


其 中 每 个 ?420 = 1,--- NEE Jy, y, 表示 了 的 分 量 经 时 一 
置换 = 所 得 到 的 向 最 ,J 是 对 角 线 元 素 由 1 和 一 1 组 成 的 对 荐 省， 


* 80 » 


"x + FL. 


N 
athe, > 03EB Ste = 1. 


(3.21) 的 几何 意义 是 ， 满 足 (3.18) 与 G19) 的 x。 必 属于 
ye Fa IGE K. 
(3.21) REM. BE x% K, 则 必 存 在 一 个 超 平面 
L= {Cs Ore Rs: Dy adi = ECR, 


i 二 1 


使 得 K 与 x 分 别 位 于 工 的 两 侧 ， 更 确切 地 说 (如 图 2-1), 有 
S ati <8, VG... sta) EK 


和 
>` ao, > 5 x= (515° ° En). 
i 二 1 
L .x=(Ë yey )T 
图 2-1 
在 {y i 中 ,显然 存在 一 个 向 量 y 一 CHE . one), 使 
得 


N n 

> ' (Py —_ ; 

— 1 QN; ~ > Qi, 
= r=! 


g=1 
其 中 a+ ++ ;cs Fz | a, | oo 的 一 个 排列 ， 满足 au Z -之 co， 
因此 ,由 y*& K BY Al 
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` aN; < f. 
i=] 
利用 等 式 
n n n—1 i 
Da; = ` Qa; + > Ca; — a4) > Ti 
¿=1 i=] i=l 


和 


rf—1 i 
2> Ob = >) OE, + 3 Cah — aia) > 5;, 
i=l i=1 


从 (3.19) 可 得 
`; wË, < > cim. 
i=] i=] 


因此 有 
> aE, < 8. (3.22) 
但 另 一 方面 ,由 等 式 
> a, = > we, 十 > CE; — Ern) > a; 
' š 2 2 = 


> | w; Ë, == 5 abn 十 >b (š; — E541) 5 Œj 
£=1 i=} i=l 7=1 
以 及 不 等 式 


得 到 


oo (3.23) 


(3.22) 与 (3.23) 巴 盾 , 所 以 (3.21) 式 成 立 . 
2) 现在 证 明 条 件 (3.19) 的 充分 性 。 ik p R” LAY SG PÉ 
数 。 利 用 表达 式 (3.21) 和 SG 函数 的 性 质 H WIV), ZRA E 


° £2 s 


> ' fle 


(x) 一 103 ry”) < > 7 及 (3 ) 
= > TD(Y) = Oy). O 
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本 市 主要 结果 是 下 述 定理 . 
A 定理 3.2 (von Neumann[128]). PP E R° 上 的 SG MR, 
Ml] OC E C”*” 上 的 西 不 变 范 数 。 反之 ,对 于 C”* 上 的 每 一 个 西 
不 变 范 数 BFE R° 上 的 SG 函数 o, tE All = 8(4),vV4 
E Crs 


证 明 : 

WOR" 上 的 SG 函数 ， 现 在 证 明 OCA) 是 Co 上 的 丁 
不 变 范 数 . 

1) 显然 8(4) > 0; 并 且 如 果 @(4) 一 0，o(4) = (s), 
WA O(a, tes on) 一 0， 由 此 得 到 wm 一 … 一 0, 一 0， 从 而 
4 一 0. 


H) 因为 o(cA)= {lela}, Vee C， 所 以 
Q(cA)= @(|c|o,.- felon) 
= |c|®(a,,-++,0,) = |c] BCA). 
HD) $25] 8 3.9, 有 
P(A + B) = SUP, Re tr(X#( A + B)) 
< sup Re tr(X#A) + Sup Re tr(X#B) 
= (A) + CB), 
IV) 据 定 义 3.4， 
BUAV) = 和 (al ,05) = @(A), 
VU € mn, WED, 
V) 设 4 满足 rank A = 1. 显然 有 o( A) = {]4|l2,0,°°°, 0}, 
于 是 OCA) = O(A4]]2,.0,---,0) = [4 ]],.0C1,0,-+-,0) = All, 
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因此 , P(A) 是 C 上 的 西 不 变 范 数 ， 
反之 , 设 是 C"x” 上 的 酉 不 变 范 数 ， 当 请 六 = 时 ,定义 


si 
PCE tte En) = | 2 
| N 0 /| 


直接 验证 可 知 , OF R” 上 的 SG 函数 ,而 且 显 然 有 
VAI = OCA), VA € Cm, 
当 m < 过 zz 时 ,首先 在 C*x” 上 定义 非 负 实 值 函数 | Ul: | 
|B\* = |B", VB e Cm, (3.24) 
| RRE C"*"*(w > m) 上 的 西 不 变 范 数 。 因 此 必 存 在 R" 上 
的 SG 函数 2* , 使 得 |B|* = p*(B), VB € Cr, 
在 R” 上 定义 函数 @: 
D(x) 一 P*CE +++ E, = GE, aE R”, 
AP Eal P Enl. 
容易 证 明 : OF R" 上 的 SG 函数 (本 节 习 题 5)， 
EME], 34 m < ”时 ， 如 果 AEC, o(A) 一 {eo} 满足 
qi 之 … 之 c, > 0, 则 必 有 
q, Z + D In > Ü = ag, = * * * == Ç, 
和 oC47) = {0,,… :on}。 因此 ,有 
Al] = || A7|* = B*( AT) = B*(g1 ,++ ,0m) 
— Pe, -dm0,… ,0) 
=== PCa, ** OmOm413*t ° 0n) 
= (A). D) 
此 外 , 西 不 变 范 数 还 有 下 面 一 些 重要 性 质 . 
定理 3.3. 设 A, Be Ces, 它们 的 奇异 值 分 别 为 o > 
e.. Do, > 0 ir, See = r, SO, Mo; S z; i = L1,-- yn, 
则 在 Co" 上 的 任 一 西 不 变 范 数 | 1。 必 有 Jall < HBI. 
证 明 . 
据 定理 3.2, 存在 Re 上 的 SG 函数 o, 使 得 |All = OCA), 
VA eC» 由 定义 3.4 知 , 只 需 证 明 @(o,,- ,04) S< PCr 
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t,)， 而 这 一 不 等 式 可 由 o < r (1 <; < n) 及 引 理 3.4 立即 得 


到 . 口 
定理 34， 设 1 A C"* 上 的 西 不 变 范 数 , 则 有 
IAB] < JAIL BI WA € Cem VB € (9 (3.25) 
和 
JAB] < JAI B II, VA € Cx? YB € Css. (3.26) 
证明: 


jk Acc" Be Cm W 
B'A AB < JAB 14IBBzB (FR? 
和 Hermite 阵 的 特征 值 的 Minimax sax EAC 第 三 章 $3), 可 以 推 
知 , 如 果 
oC AB) = {75:57 Ynt OCB) = {TiTa} 
其 中 yy, Se Sy, eo, 1 et > r, > 0, WJ 
y S< lari Larsen. (3.27) 
BR 上 与 上 站 相对 应 的 SG RRA 0, 利用 定理 3.3 和 
(3.27) 得 到 
JAB] = OCAB) 一 OO7i ,y,) 
< PCIA llr ,lA atn) 
or 
即 不 等 式 (3.25) 成 六 ， 
同 理 可 证 不 等 式 (3.26), L) 
定理 3.5. C” 上 的 西 不 变 范 数 必 与 向 量 的 Euclid AR 
容 , 并 且 
|All, < All <r|l4dih, VA € Cr, 
其 中 = min{m,n}. 
证 明 : 
任 取 一 非 零 向 量 x € Cn ,构造 矩阵 (x;0，……… ,0)E Ces. 村 是 
根据 定理 3.4, 对 于 任 一 矩阵 4 € C, A 
[Aæ + 4ACx,0,. ,OF < ACEO >t: ,0 
=a 4 illælls 
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PHI 人 与 向 量 的 Euclid 范 数 相 容 ， 应 用 定理 2.8, 有 
lal SHMI. 
另 一 方面 , 据 定 理 3.2, 存 在 R° 上 的 SG 函数 9 , 使 得 : 
IAI = 20o oTa), 
其 中 mc，… .sc 是 4 的 奇异 值 ， 于 是 有 
lal < > o,€(1,0,-°-, 0) = Se 


i=j 


=1 
< min{m, minim on} > max; == r|All,. O 


由 定理 3.4 与 定理 3.5 立即 得 到 
推论 3.2. C*x” 上 的 西 不 变 范 数 是 相 容 范 数 . BUR 是 
Cs” 于 的 西 不 变 范 数 , 则 | 
WABI < JAMBI, VA, Be Cr, 
例 3.3. 由 例 3.2 和 定理 3.2 可 知 ,对 于 任 一 4 € Cmxn. mE 
o(A) = {0;} 满足 o Sees ZZ c, Z 0, WH 
Ala =o, hes Hogs k= 1,11. n, VA € Cn" 
BPE SASH ay Æ C” 上 的 本 不 变 范 数 。 通常 把 | 由 lw 叫做 Ce 上 
的 特殊 的 西 不 变 范 数 ， 显 然 有 
Alla, = lll, VA € Cn， 
下 述 定理 说 明了 特殊 的 本 不 变 范 数 的 重要 意义 。 它 是 引 理 
3.10 的 直接 推论 . 
定理 3.6， 设 4, Bec, W 
All < |B] (3.28) 
对 于 C”** 上 所 有 的 西 不 变 范 数 均 成 立 的 必要 与 充分 条 件 是 (3.28 ) 
式 对 于 每 个 特殊 的 西 不 变 范 数 上 lo 均 成 立 , 即 
14 lle < IB llas k= 1,-..*,n 


习题 

1. 证 明定 理 3.1 14 m >> ”时 亦 成 立 . 

2. 设 4,B € Cnxrsa(4) 一 {0} 与 cB) = {BME a 之 … 
= c, = 0 Eg 0, Ses > B, > 0, 试 利用 定理 3 证 多 


s. BG ° 


l4 — Blk > 2 (a; — 6)’. 


3.1% A = ULV" È À € ORRA RADE HERU, V € Bx ,, 
X = diag(o,,°°°,0,) > 0, RIE 
` Re tr(UXVE) < (2), 
并 且 等 式 成 立 的 必要 与 充分 条 件 是 乙 王 了。 进而 证 明 : MBM 
AW > 0 时 ,max Re (AW) 达到 |， 


{ik 4,HE Ces. HA Hermite 阵 , 则 对 于 Co 上 的 任 
一 西 不 变 范 数 ‖ ,有 
|4- 


_- TZ <la —Hl. 


5. 设 O*(y) HER” EES SG 函数 ÆR (a > m) 上 定义 函 
数 : 
PC) = BPE attt Eim) X = CEt tt En) ER”, 
|š | >= --- > linl 

PAE © Æ R” 上 的 SG 函数 . 

6. 在 C”” Lie MAPA SRR v1: 对 任 一 Ae Ces, 如 果 
o(A) = {o,(4)} 满足 o (A)2> :.. 之 o,(A) 0, WS 

vA) = [oi(4) + - + 411, k= 1 

TAME vC = 1,2,2,7) EC" FASE A 63338, 

VAR C = A+ BEC”, ofA) ={a;}, o(B)= {8} 5 
o(C) 一 ty 站 满足 l 
e, = ++ * Z: z, Z 0, 
Bie Z ñ, > 0 


试 证 


8. 设 A4eC* iE 
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ÍL A|, sup 1aadal < |All. 
2 llull,=1 


$4 ŒG 上 的 度量 


4.1 基本 概念 


C 内 所 有 2 维 列 空间 的 全 体 , 记 作 Gr. 

GP 也 可 以 如 下 定义 。 首先 把 C?* 内 的 点 划分 成 等 价 类 : 如 
果 存 在 非 奇异 阵 Q € CZ, 使 得 Z, 一 2.0, RRA Z, 与 Z, 属于 
同一 个 等 价 类 ( 记 作 Z, ~ Z); FOCI 内 的 每 一 个 等 价 类 看 作 一 
点 ， 由 所 有 这 种 点 构成 的 空间 ， 就 是 GP. 通常 把 Gr 叫做 复 投 影 
空间 (或 Grassmann 流 形 ), 它 的 每 一 个 点 可 以 用 RCZ) 表示 , 其 
中 Ze Cp; 也 可 以 简单 地 用 Z 表示 G? 中 的 二 个 点 ,这 时 Z 是 由 
— 1 维 子 空间 中 任 取 一 组 基底 作为 列 向 量 构成 的 矩阵 ,或 者 癌 ， 
Z 是 一 个 等 价 类 中 的 代表 元 素 . 

C 内 所 有 ! 维 行 空间 的 全 体 , 记 作 G,,,. .仿照 上 面 的 办 法 ， 
可 以 通过 在 C 内 划分 等 价 类 的 办 法 ,定义 复 投 影 空 间 G;,,. 

以 下 仅 讨 论 Gr. 所 得 到 的 结论 ,同样 适用 于 Gi,，. 

定义 4.1。 一 个 定义 在 Gr EM SARK dC, +) 叫做 Gf 上 
的 度量 (或 者 叫 距 离 ), 如 果 它 福 足 

D dZ, NEN, FHA dW) = 01x =A; 

H) dad,% ) = dW ,Z); | 

JD) ad, > SaL, R) 十 dr SF). 
其 中 Z, SAE Gr 内 任意 的 扩 . 

EN 4.22. 设 a《*,*) 是 一 个 定义 在 Gr 上 的 实 值 函数 .。 WR 
它 除了 满足 定义 4.1 中 的 三 条 性 质 D IDD 之 外 ,还 满足 

IV) d(UZ UY) = dZ, ), WU € Has 
则 称 4&(.) 是 G; 上 的 西 不 变 度 量 ， 

如 何在 G? 上 引进 度量 ,是 一 个 比较 复杂 的 问题 ， 首 先 考 察 一 
个 最 简单 的 情形 . 
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SER 内 任 取 二 向 量 x = (i) 与 y = h). 假设 
它们 之 间 的 夹 角 是 p(0 委 g 委 x)， 则 有 关系 式 
YX 
[zellsll y ° 
其 中 川 ,表示 向 量 的 Euclid 范 数 .但 是 如 果 孝 虑 两 个 子 空间 R(x) 


5 RC(y)， 候 设 它们 之 间 的 夹 角 为 9【0 <0 < 三), 则 应 有 


cosp = 


cos Ü = yx| 
x yl ° 
即 
6CRCxz)，R(Cy)) 一 arccos_ zl _ (4.1) 
INPN 

( 见 图 2-2). 

P y x 
m 
图 2-2 


PIB, p(x,—x) = r, {Hi OCR(x),R(—x)) = 0, Alt, R 
中 两 个 一 维 子 空间 之 闻 的 夹 角 与 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 ， 在 概念 上 
是 不 同 的 . 

在 R 内 任 给 二 子 空间 R(x) 与 R(y), 显然 可 以 用 它们 
之 间 的 夹 角 OC R(x), ROD 作为 它们 之 间 的 距离 。 容易 验证 ， 
sim0(R(x), R(y)) 也 满足 定义 4.1 中 的 三 条 人 性质 ( 本 节 习 题 1)， 
因而 也 可 以 用 来 作为 R(x) 与 RO) 之 间 的 距离 。 

值得 指出 的 是 ,有 

sin 0@( R(xz) ,R(y)) 一 | PR — Proll (4.2) 

其 中 Pra 5 Pro 分 别 表示 到 R(x) 与 RY) 上 的 正 交 投 影 算 子 ， 
(以 下 简称 投影 )。 (4.2) 式 可 以 如 下 证 明 : 利用 旋转 ， 无 妨 假设 
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RG) = R(( ，))， 并 在 RG) 内 取 一 基底 (“。 ), 见 图 2-3, 
于 是 有 


Prey — Pro h == ie 1 ja ,0) 一 (wo cos@, sin ol 


i sin’@ — sin @ cos ° ] 


| == sin O, 
|2 


— sin@cos@ —sin’@ 
I 


(cos0, sinf) 
R(x) 


2-3 


(4.2) 表明 ， Pre — Prol 2 R° 内 任意 两 个 一 维 子 空间 
R(x) 与 R(y) 之 间 的 距离 。 由 此 启发 了 一 个 一 般 性 的 命题 . 
定理 4.1.。 WRI 是 Cr LHR. I 
Prez) — Provi 
是 G? 上 的 度量 , 其 中 Z, W eY; mR eC ERE 
汇 数 , 则 Pra 一 PR 四 | 是 G? 上 的 西 不 变 度 量 . 
定理 4.1 的 证 明 , 作 为 一 个 练习 (本 证 习题 22. 


42 关于 |sinO(Z,W)|]l, 


GD DRRR, 可 以 推广 到 一 般 的 情况 ， 
设 Z W € CP, A | 
Z, = Z(Z#Z)”*, W, = W(W!W)` 5, (4.3) 


定义 
@(Z ,H' ) = arccos( ZIW ,W Z)? > 0, (4.4) 
———— . 
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(4.4) 式 所 示 的 84Z ,WD)eE CG*， 文 献 中 往往 记 作 
© (R(Z),R(W)). 
下 述 定 理 是 (4.2) 的 推广 . 
定理 4.2. 对 于 谱 范 数 , 有 等 式 
| sin @( Z ,WP = Pz — Pyll, YZ, W E€ CP, (4.5) 
VE: 
取 Z, 5 W 如 (4.3) 所 示 ， 显 然 有 
sin@( Z ,W ) = sin8(Z,,W,) 
和 和 
P, = P; > Py = Py.. 
AIO Buk Z SSW WW. ZZ = W?W =], 
根据 第 一 章 定理 3.5, 存在 Q € 2U ,与 U,,V, € Wi, 使 得 当 
21 < n B, A 


> V, 一 
n — 2] Ow’, 


其 中 r= diag(71,. +* 571) 2 一 diag(oi,* + +507); 0 < y, < 7°" 
<7, a- donl, +a =l, i =l, lh 322 2 n 


时 ,有 


ozo | 0 I lin, 


n — ! 2] — n 
r 0 2 — l 
OQ WV, = 0 í Pl — n, 
之 0 /n— 1 
n — Í 21 — n 


其 中 r= diag(7,,° °° Yn- 之 一 diag(o,, ° °° 0a), 0 < Y, < 
e.. S Yanis G= ++ Oo, So, yi + oi = 1, z= ], ere, 


n— l, 
于 是 , 当 21 二 ”时 ,得 到 
| sin@(Z, W| = Ill — z"w wr z] 
= |! — UFTU IË = IU — yu? 


1 
= | — T?||Z = a; 


 lsse(z,w)h— | —u#( Ju, 
| 0 I 
1 一 六 0 
= | uF ( )u, 
| 0 0 


Ü 0 
le 


H — FAH. 4 21 < n 时 ,有 


j 


3 


Pz — Pyll = |Z Z! — WW |, 


I—T? -TE 0 | 
“| A» Ë Jol 
0 0 0 iL 

5 -Ts 0 
-| —2 0 
0 


== O15 


= 


(4.6) 
4 27 之 2 时 ,有 


0 -rè | 
[Pz 一 Py! = Ü Ü | == 0, 


\—sr 0 —x/; 
比较 上 列 诸 去, 便 得 到 (4.5)。 口 ] 
另外 一 种 描述 两 个 子 闻 Z 一 R(Z ) 与 %Y = RW ) 接 近 程 度 
的 办 法 ,是 考虑 它们 之 间 的 裂口 (8aP), 即 
» 92 œ 


六 (之 or) 
= max { sup inf |w — zll, sup infjz—wi}, (4.7) 
ilz = 1 wey lwlj=1 zez 
其 中 小 【是 任 一 种 向 量 范 数 . 
定理 4.3. WR (4.7) 式 中 用 向 量 的 Euclid 范 数 | H, 定义 
1CZ SA), FWE 1S AH), WI 
y,(Z ,%Z) = |P, — Pil, VZ ,W € Cp, (4.8) 
其 中 Z = R(Z),% = RW). 
证 明 : 
PA FHEBH23 21 < z 的 情形 (34 21 So, 同 理 可 证 )。 分 两 
步 进行 . 
1) 根据 第 一 章 定理 3.5 ,利用 适当 的 西 变换 ,并 适当 选取 标准 
正 交 基底 ,无 妨 假 定 
us) 


gD T 
0 0 


其 中 了 与 了 如 第 一 章 (3.11) 与 (3.12) 式 所 示 。 令 


T >x o: 
U = b —I 0 
0 0 I, 
U 显然 是 一 本 阵 , 并 且 满 足 


ID T T T 
at }-(+) o()-(¢} (4.10) 
0 0 0. 0 


(4.10) K: 


€ Grrr, 


Ug — % , UW = X, (4.11) 
-J DL. a 
sup inf "w — z| = sup inf | Ux — Uw || 
Ilzl's=1 wEWw ilgili = 1 zee 
zug whew 


= sup inf |z — wil, 


iigol|,;= 1 zt 
wer 
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内 此 ， 
YÈZ, )= sup inf lw — zii, (4.12) 
talls 2 wer 


el- 


= sup inf (la — roll: + Evii} 
c: 


z C 


2) 由 (4.9) 和 和 (4.12) 知 


TW ) = sup inf 


ae C: 


= sup inf {1 + lvlli — 2Ree"Tv}, (4.13) 
itialis= 1 vec’ 
u € C“ 


在 (4.13) 式 右 端 特别 地 取 o 一 ra, 并 利用 (4.6) ,得 到 
rE, ) < sup, (1 — |[Tall{) = 1! — zí 
z € C! 


= c = ||P, — Pyll; (4.14) 
另 一 方面 ， 在 (4.13) 中 特别 地 取 u = (1, O, -` `, 0), 并 记 
U 一 (vis `` »71)!， 得 到 
WE ,W) > inf (1 + Ile — 27 Rer) 
vec’ 
> inf [1 + (Rer, Y — 27,Rer, ] 
v, EC 
一 inft( 关 一 27 +1) = 1 — r: 
1 £R 


= gi = ||P; — Pwl. (4.15) 

把 (4.14) 与 (4.15) 联 系 起 来 , 便 得 到 (4.8) 式 。 口 
从 定理 4.2 和 定理 4.3 的 证 明 可 以 看 出 lsin OC ZW DIL, 的 几何 
意义 :在 经 过 适当 坐标 变换 ,并 在 变换 之 后 的 % 与 %” 中 适当 选 
取 标准 正 交 基底 之 后 ， 这 两 组 基底 的 对 应 向 量 之 间 的 夹 角 的 余弦 
BU 7; = cos9;, i= 1, -** 1, 它们 满足 OST < :-- < y;, BE 
= SOS 之 90, 之 0， 而 上 sin@(Z,W 首 ;恰好 是 它们 之 闻 最 


KE H 0, 的 正弦 sin 0, = 64, 
此 外 ,如 果 在 C 中 的 两 个 7 维 列 空间 2 与 哆 中 分 别 选取 标 
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准 正 交 基 底 构 成 2 SW ,利用 第 一 章 定理 3.5, 还 可 以 直接 验证 ( 作 
为 本 节 习 题 4): 
lsin OCZ ,W Jih = CI — Py) Z ll. = Cl — Pz) WI, 
= KE; ~ Py )Pz||: 一 CZ — P3)Pwll2. (4.16) 

4.3 关于 |jsmn@(Z,W)| 

定理 4.2 RHno, WwW)h 是 Gf 上 的 度量 . 但 是 当 | | 
eC’ 上 的 任 一 范 数 时 ,sin@(Z WERE? 下 述 定 理 
对 于 | de C 上 的 西 不 变 范 数 的 情形 ,给予 了 肯定 的 回答 . 

E4409 Bl [BC 上 的 西 不 变 范 数 ， 则 lsin @(Z ， 
W | Gr 上 的 西 不 变 度 量 。 

证 明 . 

j 21 << n(>4 21 > n 时, 同 理 可 证 )。 据 第 一 章 定理 3.5, 利 用 
适当 西 变换 ， 并 在 R(Z)5 ROW ) 中 适当 选取 标准 正 交 基底 ,可 以 


O 


其 中 了 一 diag(7y +371) > 0, X = diag(a,,°++,0,) 20. 于 是 
有 
sin@( Z ,W ) 一 diag(a 507) (4.17) 
和 
P, — Py = Udiag(o,,o,, ° ** 501501,0%  )V, (4.18) 


c Y c Yı | 
U = Pdiag [ Í | Jeo | Jr), 
人 一 7 Ol — 71 ol 


V = diag(1， —1, +... 1, —1, I —2pyp, 
P 是 一 排列 方 阵 ,显然 U,V ERa 
iz) Æ CY EWER A, WEH 3.2, 存在 R 上 的 
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其 中 


SG 函数 @， 使 得 
|sin @(Z ,W )|] = @(c,,: `` ,01). (4.19) 
SE R 上 定义 一 实 值 函数 pt 如 下 : 对 于 x= Chi, ee, 
E ER’, = 

Dx) = @(|Ë, | + Ealt eal Ena | + 16,1), 

如 果 |ë,| > 16,1 > > lil. J 4-20) 
为 了 证 明 ®* 是 R” 上 的 SG 函数 ， 显 然 只 需 验 证 定义 3.2 中 的 性 
质 TH), BH 

O*(x + y) SO*(x) + @*(y), Vx,y € R”, 
Ex = (E, Ea) Sy = Chitta) € R°, HA 
|ë | SÈ oe Z Enl ml 2 --- 2 Mil 
和 | 
lin F n | eee SIE, |. 
于 是 由 定义 3.2 的 性 质 M), 3% 3.4 和 引 理 3.10, 以 及 @* HE 
(4.20), 得 到 
8 Cx + y) = PCE Hal t lir Plott 
|E kai 十 Teas! 十 | 十 Merl) 
< @(|š, + lM + Sal + lato 
[Era] H iral + | + 191) 
< @(|¿,.! + 1 | 十 (Eral) 
+ @(]71, | + Plate e Peal + lkal) 
< @(|š; | + lalot tto lEn) + 1541) 
+ Bm | + |], ,1 + 1) 
= GO (x) + @*(y). 
因此 9 是 R” 上 的 SG 函数 。 据 定理 3.2 , 若 令 
IAI" = ©*(4), VAE Cs, 
则 | AE CO 上 的 西 不 变 范 数 。 由 (4.17) 一 (4.20) 可 知 
Pz — Pwll* = P* Co s013 ,01,01,0,-"*0) 
= @(20,,°--,20;) = 2@(0,,°°+,0;) 
= 2| sin @(2Z ,W)|l, 
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BH 
| sin CZ, W)I| = — P — Pull*, (4.21) 
因为 |lPz — Py||* 是 G? 上 的 西 不 变 度 量 ， 所 以 由 (4.21) 六 

BUTEA; {sin @(Z , 丈 儿 也 是 G? 上 的 西 不 变 度 量 . O 
ORAL 358212 z 时 ,与 (4.17) 和 (4.18) 相 类 似 ,有 关系 式 

sin@(Z,W) = diag(o,,°*+,0,-;,07%-”) (4.22) 

和 
P; — Py = U'diag(o,,015° ` ` 0n-1s0n-1 0279 )V', (4.23) 


DU’ = Pdiag (( m r ) ces ( Tai re j=) 
5 5 ° 3 
— Y, g; Yn- On- 


J = diag(1,—1,- „1, —1, 107 ®)P, 


Pie FRI. WAU BV € Z/,,. 
由 (4.17)、(《4.18)、(4.22) 和 (4.23) 可 知 


| sin @(Z ,W)||| = — ||P: — P,ll,. (4.24) 
| WE 


其 中 


4.4 ”其它 的 度量 


从 前 几 段 可 以 看 出 ,能 够 用 不 同 的 办 法 在 G? 上 引进 度量 .这 
里 再 举 两 个 例子 . 

第 一 个 例子 是 陆 启 悠 ' ”5| 进 的 度量 . 

对 于 G; LARC AZ SEW, 


H 
0(Z „W ) = arccos dzW| ， 0 < 9 =< = (4.25) 
a/ detZ"ZdewW HW 2 
和 和 
. det ZEW |? Y 
O( ZW = fi —_ez Wl 4.26) 
sin (ZW) detZHZdetW HW ( 
下 面 证 明 


定理 4.5。 H (425) 和 (4.26) 式 所 定义 的 0(Z, W) 与 
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sin 0(Z , 歼 ) :部 是 G? EWA JEE Bz, 

证 明 : 

WR 0( Z ,三 ) 是 下 不 变 度 量 , 则 容易 推 知 sn 0( Z ,W ) IE 
不 变 度 量 。 此 外 ,因为 90(2Z ,W ) 的 西 不 变性 是 显然 的 ,所 以 只 需 证 
HE OCZ ,W JERE. 

0(Z,W) 显然 满足 定义 4.1 中 的 性 质 [I) ,以 下 证 明 它 满足 性 
Ji D 和 ID. 

首先 指出 , 根据 定义 (4.25) CRE Z E;W RAR- s xE EË 
3.5 所 述 的 标准 形式 : 


I r 
:-(+} (3) se 
0 0 
I 0 r 0 
zat :| -| 中 当 27 = n HJ. 
0 0 x 0 


H I 
— ZW] Tr <1, 
A/ detZHZ detW EW i= 


其 中 0 和 7 Se? S77, < 委 1( 当 2 > n 时， 7 一 = y = 
1). 因此 ， 
i 
OCZ, W) = 04> || > 一 1<e>7y 一 … 一 7 一 1 


i=l 


于 是 


< W =Z, 
BH 0(Z ,W ) 满足 定义 4.1 中 的 性 质 D. 
以 下 证 明 8(2Z ,W ) 满 足 三 角 不 等 式 
0(Z,,Z) < 9(Z,,Z,) + 0(Z,,Z,), VZ, Zo Z:€ GF, 
无 妨 假定 
Z#Z = 1, s= 0,1,2, (4.27) 
因此 ,只 要 证 明 


arccos| detZ' Z,| 
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< arecos|detZ}'Z,| 十 arcecos | detZoZ,|, 


用 8a 表示 由 Z Cs = 0,1,2) 的 第 i, 行 ， a) B i, FT PR 83] 
阵 的 行列 式 。 根 据 Binet-Cauchy 公式 ( 见 第 一 章 定 理 8. 12 有 


daZfZ,= Sl 69.06. 
1<; < <i =< 
s t= 0,1, 2, (4.28) 
把 aa BUFR PR Ó: + ei 按 某 一 确定 的 次 序 排 列 成 一 个 
= n! 
UG)! 


维 的 向 量 v, € CX, (4.27) (4.28) AI, vv, = 1,5 = 0,1,2, + 
是 问题 化 为 求证 
arccos |V? v| <ç arccos|vi'v,| + arccos|vov,|. (4.29) 

不 难 证 明 ,存在 UE Oy. (te 

v, = U(l,0,...,0), 

v, = U(a,,a,0,°°-,0)7, lal + læ = 1, 

D; = U(Bi»B2283.05-°+,0)7, TAR 十 CAR + 1 一 1, 
注意 到 

[ap + abl > allel — lal lel 
= jalle] — 1 — lal 1— Bl? — |F 


> lal lal — Vi lal /1 — (al? 
= cos(arccos|a@,| 十 arccos|B| )， 
由 此 立即 得 到 
arccos|ë,8, + a,ñ,| < arccos|a,| + arccos| £|, 


这 正 是 所 要 证 明 的 不 等 式 (4.29)。 口 ] 
第 二 个 例子 是 最 近 Paigeg5 引进 的 度量 . 
对 于 C; 上 的 任意 二 点 Z 与 WW , 令 
Z,= Z(Z#Z) 3, Wi = WWHW)-3 (4.30) 


d ,( Z ,W ) 一 min |Z, 一 W Olle, (4.31) 


下 面 证 明 
定理 4.6. 由 (4.31) 式 所 定义 的 dZ, W) 是 G? 上 的 西 不 变 
度量 . | | 
证 明 . 
dr(Z,W ) 显 然 满足 定义 4.1 一 4.2 中 的 性 质 D, D5 IV), 以 
下 证 明 dp(Z,W) RH UD), 即 满足 三 角 不 等 式 
dp(Z DZ) < d,(Z,,Z,) + dp( Zos Z;); 
VZ, Zis Z; € Œ, (4.32) 
无 妨 假 定 ZfZ,= 1, 一 0, 1, 2, 并 且 
4,(Z,,Z,) = ||Z, — Z:Qollrs dp Z,, Z.) = ||Z, — Z,9,l|s 
和 
、 dp( Zo, Z,) = |Z, 一 ZQ llr 
其 中 0,, 9,, QEZ. 于 是 由 
WZ, — Z,0ojle < |Z, — Z,07 07 lly 
= |Z, — Z,0% + ZQ} 一 Z,070% ll, 
< |Z, — ZiQ;l|e 十 |Z, ~— ZoQ ls 
立即 得 知 不 等 式 (4.32) 成 立 。 口 ] 


为 了 今后 使 用 上 的 方便 ,特地 记 
d,(Z ,W ) = |sin @( Z , W Jll» (4.33) 
di(Z,W) = sinO(Z,W) (4.34) 
和 
4,(Z,W) = || sin @(Z ,W )||z. (4.35) 
其 中 Z 15 W € G?. 


利用 (4.30) 以 及 Z, 与 W ,的 标准 形 ( 见 第 一 章 定理 3.5), 可 知 


ds Z ,W ) = V 1 — Yi, 
E I 

di(Z, W) = Ji — || x: , 
£ 一 1 


a(z, w= JSA r 
i=l 
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d(Z, W) -J> > 《1 —7;,) ， 
其 中 Kr S++? Sy, <1, ABS 
d(Z,W)<di(Z,W)<d<(Z,W) VZ,W € G? (4.36) 
和 
d(Z,W)< /2a(Z,W) VZ, WEG. (4.37) 
类 似 地 ,可 定义 G1,s 上 的 d,,dr dr 与 dp. i 
值得 指出 的 是 ; 当 = 1,2 = 2 Bf , d, = h = de R Ba 
复 投 影 平面 G1, 上 的 弦 度 量 


pl((a,8), (7 ,6 )) = |  _., 
V Clal? + [BIC rl? + [8|2) 
(a,b) CT 58) E Gia. (4.38) 


下 面 解释 弦 度 量 的 几何 意义 。 利 用 球 极 投影 ， 可 以 建立 复 投 
影 平 面 G1 与 Riemann 球面 


FY ={(E ACKER HP HC = 1) 


ZAI RSG Th PR BAT AY, ,这 种 对 应 的 坐标 表示 如 下 : IDA CGa,2) € 
Gu 的 非 齐 次 坐标 为 

= + = +, r,y € R, 
Sf TS ESRI PEI 7,5)。 其 间 的 关系 是 

(8,7,6) 一 lg PET (2x,2y,|z|* — 1) 
和 
1 

(x,y) = 工 二 之 《3 

CHE 2-4). E 2-4 所 示 , 有 


cos 2h = OP. 09 ç, ERAR, OPI 指向 量 OP 的 长 度 ) 
JOPIIOQII 
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— (wu yo) + Cel? 一 1)Cz — 1) 
Cl + |G + jel’) 
= 1 -— 2|z — w|’ 
(1 + |z|)G + ||) 
由 此 可 得 
= |z — w| 
V (1 + 12190 + lwl) 
= p((a,8),(755)), (4.39) 
可 见 ,G1w 上 二 点 €a,8) 与 (7 ,6) ZX S TERRA 
应 下 ,它们 在 Riemann 球面 上 的 对 应 点 之 闻 的 弦 长 之 半 ( 当 (a,8) 
与 (> ,?) 之 中 有 一 点 为 无 穷 远 点 时 ,可 先 利用 G4 上 的 一 个 适当 变 
换 , 该 变换 对 应 着 乡 的 一 个 旋转 ,使 (a,8) 与 (7Y,6) 经 该 变换 后 均 
为 有 穷 点 ， 并 且 保 持 弦 度量 不 变 ， 这 样 便 化 成 了 图 2-4 所 示 的 情 
形 ). 


sin j 


i&(e,8),(7 ,6) € Gia; 并 且 a, pT OE R. 如 果 把 (a,8) 5 
(7 ,6) 看 作 下 ”中 的 点 的 坐标 ,并 令 
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d((a,8),(7,8))=V/ (a — y + (8 — 8° , (4.40) 
则 可 证 
定理 4.7。 设 a,8,7,， 6€R, dtar tM, HE 
da((a,8),《Y,8)) < / 2 ， 则 有 
e((a,8),(7,8)) < 4((e,8),(7 ,8)) < V 2 e((a,8), (z ,6)). 


. (4.41) 
用 8 表示 R'* 中 二 点 (ge,8) 与 (7 ,6) 之 间 的 夹 角 .根据 假设 ， 
£ | 
sin 0 = of 1 — cos’ = »/1 — (ay + BEY = |ë — Br | 
= p((a,8),(7,8)). f 
另 一 方面 ,有 


d((a,8),(7 ,6)) = 2sin =, 
再 注意 到 题 设 条 件 等 价 于 6e lo, =|; 而 当 ge lo, 三 | 时 ,有 
Jf 2 sin © =< sind < 2sin 2 
2 2 
因此 不 等 式 (4.417) 成 立 。 口 ] 
习题 


1. 2 Bj G: aK R2 ABTA 1 维 列 空间 的 全 体 , 试 证 : 6(R(x)， 
R(yY)N( 见 (4.1) 式 ) 与 sin6(R(x), R(y)) 都 是 Gi 上 的 度量 ,其 中 
x,y€ G. XR]: 馈 90(R(X),R(Y)) 是 不 是 Gi 上 的 度量 ? 

2. 证 明定 理 4.1. 

3. 设 Z ,W € Crx2 之 2), 满 足 ZHZ = WPW 一 1， 试 利用 
第 一 章 定 理 3.5 给 出 sin B(Z ,WV)( 定 义 见 (4.4) 式 ) 的 西 分 解 式 , 并 
说 明 sin@( Z ,W ) 的 特征 值 的 几何 意义 ， 

4.18 Z, WECO < n), 满足 ZZ = WHW = I, 试 证 
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| sin (ZW )ik = IOU — Pw)Zib = IC — P;)W |; 
= Cl — Pw)Pzll, = WIC — Pz)Pwl. 
其 中 P, = ZZ! ,P, = Ww, 
5. SEW BR C 内 的 两 个 1 维 列 空间 令 
LX, )= max min |w — zll. 


llællg= 1 ell 

试 证 

1) 6(%,HKH) = V2(1 — y1 — z2(% ,%)), 
其 中 +(e, W) 表示 借助 于 向 量 的 Euchd 范 数 || ll 所 定义 的 
y(% ,% T ADA); 

2 ) AEA oA ) 是 Gr 上 的 再 不 变 度量 ; 

3) r( FAH) Sb EH) < 27K SD). 
第 二 章 说 明 

在 数值 分 析 与 矩阵 论 中 , 秆 阵 范 数 已 经 成 了 十 分 重要 的 概念 ， 
这 首先 应 该 归功 于 Householder 和 Bauer 等 人 的 工作 。 他 们 从 五 
十 年 代 末 开始 ， 致 力 于 和 矩阵 范 数 及 其 在 数值 分 析 中 的 应 用 的 研究 
( 见 [105] 一 [109] 和 [43] 一 [511). 

关于 矩阵 范 数 ,本 章 主 要 讨论 算 子 范 数 和 西 不 变 范 数 ,它们 都 
是 相 容 范 数 ， 在 矩阵 扰动 分 析 中 应 用 最 多 。 除 了 算 子 范 数 和 西 不 
变 范 数 ,还 有 更 广 意义 下 的 矩阵 范 数 ;对 此 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参 
看 Deutsch 的 论文 [78] 一 [811]., 

投影 空间 上 的 度量 (包括 子 空间 之 间 的 距离 ),， 在 矩阵 扰动 分 
析 中 显得 印 来 愈 重要 (参看 [13]、[61]、[75] 和 [155]), 可 是 至 今 
尚未 见 到 系统 的 论述 ; 作者 把 近 几 年 的 工作 整理 编号 了 本 章 $4， 
EB Z#L7] [16], [18]、 175]、 [117]、 人 155 和 [1184]。 有 些 问题 , 
例如 复 投影 空间 上 的 西 不 变 度量 , 尚 待 进一步 研究 ， 
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第 三 章 ” 特征 值 问题 扰动 分 析 
$1 特征 值 问 题 的 稳定 性 


设 4 = (e;)€ C, 研究 特征 什 间 题 Ax = ¿x (x€ Cn, 
x=0, 26 C) 的 稳定 性 , 就 是 研究 特征 值 4 及 其 相应 的 特征 器 量 
x 是 否 连 续 地 依赖 于 4 的 元 素 A Sijn). DR DW EB Br Të 
的 稳定 性 ,是 特征 值 问 题 Ax 一 Lx 本 身 的 性 质 ( 即 矩阵 4 本 身 的 
性 质 ), 并 不 依赖 于 算法 .但 另 一 方面 ,在 数值 计算 时 ,由 于 实际 问 
题 中 的 数据 往往 带 有 误差 在 计算 机 上 表示 和 矩 阵 的 元 素 也 会 有 误 
差 . 对 于 算法 进行 误差 分 析 ,结果 表明 ,通过 计算 得 到 的 特征 值 与 
特征 向 量 。 往 往 是 经 过 扰动 之 后 的 特征 值 问题 4£& = 1 的 特征 
Gi SAAB es, Ap £= A+ E, 而 对 于 B= (exe Css", 
只 知道 lel <, < n) 的 某 个 上 界 或 者 1 和 的 某 个 上 界 ; 因 
此 ,研究 特征 值 问题 的 稳定 性 ,以 及 研究 如 何 利用 lel < ;, < 
n) 的 上 界 或 者 a 上 EW 的 上 界 ， 尽 可 能 精确 地 估计 7 与 4 之 同 ， 以 
及 诗 与 x 之 间 的 差距 。 在 特征 值 问题 的 数值 计算 中 , 有 着 重要 的 
意义 ， 

首先 要 指出 的 是 ,矩阵 的 特征 向 量 个 一 定 是 稳定 内 . 例如 


1 0 0 
As -| 0 1 十 8 1 
0 0 1 + ë 
的 特征 向 量 在 © 一 0 处 不 连续 。 但 矩阵 的 特征 值 是 稳定 的 ， 这 一 
点 早已 为 下 面 的 Ostrowski 定理 所 阐明 。 


11 特征 值 的 连续 性 


定理 LI (Ostrowski [130])， 设 Am Cay), B = (8,;) € 
crx, ACA) = TAF ACB) 一 {a}. 令 
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Ma 一 max( | æi) a [Bil )» (1.1) 


IB — Al, = —2 [Bij — ol (1.2) 
和 
8 = (n + 2)m! ” |B — Al”, (1.3) 
则 对 于 任 一 we 1(B)， 必 有 2(pu)e ACAD. dB 
lace) — u| < 8; (1.4) 
并 且 存 在 l, tan 的 一 个 适当 排列 x(1), ° ° -sx(n), 使 得 
[Ai m, | < (2n — 1)8,i = 1.2,:- n. (1.5) 


注 1.1. 从 定理 1.1 容易 看 出 , 当 B — À 时 , 存在 一 个 圈定 
的 排列 x, 使 得 po > ACE = 1, :20)。 
先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1.1。 在 定理 1.1 的 假设 条 件 下 ,如 果 令 
pC.) = delil — A), a) = dell — B), 
则 对 于 任 一 满足 | 


. |a] < nm, (1.6) 
的 2， 必 有 
IpCa) 一 以 1 < 8", (1.72 
证 明 : 


首先 把 {a} 和 {Bis} 按司 样 的 顺序 排列 为 G.G. Ay? A] 
Bir 820° + 2B nts 则 存在 一 个 多 项 式 P, 使 得 
pC) = PCa, . * 50?) > ba) = PCB "° Pnt). 
于 是 
pa) — $1) = 2; Ai 


k=1 
其 中 
A, 一 PCa.» skis LR pkt" But) — PCa ets 
T... ,Pn ). 
根据 行列 式 展开 可 知 
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Ar = +(w — By) detT, (K = 1,3), 
其 中 T € CPX), 它 的 每 一 行 至 多 有 一 个 1 一 w 或 1 一 pi 
其 它 的 元 素 为 en 8). 所 以 Ti 的 每 一 行 的 Euclid 范 数 不 超过 
V G — 2)>2, + (n + 1 m2 < (n + 2)m,, HE Hadamard 不 
FA A 
|detT,| < [Ca + 2)m,]"", 
因此 ， 


IPA) — pA) < G + 2)" mS |a, — Bal 


k=1 
< (n + 2Y m - p> |a, — B, Í 
= (n + 2)'ma '||B — All. = ë", Ü] 
5/3 1.2. if ABE Cs & 
Xi (oz = dete? —[(1 — NA + :B]), 0 <; < 1. (1.8) 
X D E: C 内 一 闵 域 ,其 边界 62; 由 有 穷 段 光滑 曲线 组 成 ,并 且 
Xz) #0, WE [0,1], Vz€ OD, 
则 X,(z) 在 多 内 的 零点 个 数 NGO 与 上 在 [0,1] 上 的 取 值 无 关 。 
证 明 : 
任 取 z€ [0,1], > | 
ulz) = X, (=) 
及 
p= min | Xs C) | > 0. 
此 外 ,对 于 2+ e€ [0.1], + 
(z) = X tC) — X, (z). 
因为 X,(z) 是 闭 集 [0,1] XOD 上 的 连续 函数 ,所 以 当 le] Bae 
小 时 ,可 以 使 得 
max |# (z) | < p. 
FED 上 的 两 个 单 值 解析 函数 xn(z) 和 v(x) 满足 
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[lulz)| > |v(z)|, Vz€ dm, 
据 Rouché 定理 *, ulz) + vle) = X,+.(z) 5 u(r) = X, (z) Æ 
D 内 有 相同 个 数 的 零点 。 Alt, Æ nH lel PRA, LOE 
D 内 的 零点 个 数 NG) eT HRs Mit NG) Æ 上 [0,1] 的 连 
SpA. (Hae NG) 只 能 是 整数 ,所 以 NG) 在 [0,1] 上 是 向 数 . 
Í) 
定理 1.1 的 证 明 : 
1) 设 K* 是 8 的 任 一 特征 值 。 根 据 (1 ,1) 及 第 二 章 定理 2.4, 有 


l] < Bille = ,a [Bal] < nm. 
因此 , 利用 引 理 1.1 得 到 


J] la> | = lee) = leta) — bw) < >. 


所 以 至 少 有 一 个 (pp)， 适合 
| (a) — z) < ò, 
这 就 是 不 等 式 (1.4). 

2) 如 果 lu | < 28, HW # j 1 4; 相 邻 ;3 如 果 存 在 
sotte Anp BEAJI tis Ano ji 中 ,除外 ,每 一 点 都 
与 前 面 的 一 点 相 邻 ， 则 称 4; 与 4; 相连 。 现 将 点 集 {4;} 划分 成 若 
FU FE 8,,…,98,， 划 分 的 原则 是 ， 所 有 相连 的 点 属于 同一 个 
子 集 , 不 相连 的 点 属于 不 同 的 子 集 ， 


令 
(Cr ) 一 zkEC:jz 一 1 去 rcCr>>0 (1.9) 
和 
G,= U DOS), k=1, s, (1.10) 
A; € O 


* Rouché 定理 iZ 2 EC 内 一 闭 域 ,其 边界 OD 由 有 穷 段 光滑 曲线 组 成 .如 
HL ulz) 与 v2) E2 ELMAR 
]|e(z)|>2>]s(z)|, VWs € 62, 
则 ule) 十 xz) 5 uz) 在 多 内 有 相同 个 数 的 零点 , 
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G, 的 边界 记 作 6Gi， 它 由 有 限 个 贺 弧 构成 . 
现在 证 明 : (1.8) 所 示 的 水 数 X(z) (0 <; < 1) Æ U OG, 
k=1 


上 无 零点 。 这 是 因为 ,如 果 对 某 一 个 € [0, 11, FE VEC, 使 
得 xa’) = (0, 则 有 


TT ix — = PODI = 19) — 0091. 


其 中 
LOND = dell — [0 — DA + :B]) 
= det{a’] — B} = pa), 
B = (1 — 4 + ¿šB = (Bj), 
每 个 fi; 适合 Bil < mo， 从 而 W < sm. 于 是 ， 根 据 引 理 
1.1, Œ 
irsal = pa — $G2')1 
i=l 


得 出 


JI 14° ail < a. 


i=} 


Bak 3k — ane 使 得 1x 一 各 | < s, Bl a AFI 
G, Ñ. MALOS < 1) E U 0G, 上 无 零点 . 


R=1 

再 由 引 理 1.2, L 在 每 个 G AREATA NG (k= 
1,-…,s) 与 上 在 [0,1] 上 的 取 值 无 关 ， 且 注意 到 XC) = pA), 
x,(2) = (2), Alka, pQ)5 $C) 在 每 个 G,(K 一 1) 
内 有 相同 个 数 的 根 。 比 如 在 GLA. pa) 与 40) BAM TR. 
根据 G, 的 构造 可 知 , 在 G1 内，qp(4) 的 每 个 根 2, 与 pQ) 的 每 
个 根 z; 之 间 的 距离 ,适合 

la; — 43] < ON, — 126 S (2n — 125, 
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间 理 考虑 其 它 的 集合 G, (A= 2,.…,s)， 所 以 存在 {ui} 的 一 个 
适当 的 排列 Paija” o Buin)» 使 得 

[as — z, | < Cn —1)8,t = 1,-- ean, 口 

注 1.2 定理 1.1 的 估计 式 (1.5) 昌 然 看 来 有 些 粗粮 ,但 它 揭示 

了 和 窍 阵 特征 值 连续 依赖 于 定 阵 元 素 这 一 重要 性 质 ; 并 且 如 果 不 对 


乱 阵 4 或 8 附加 任何 限制 , 则 估计 式 (1.5) 右 端 1B 一 4 的 指数 
一 已 不 能 再 改进 ,例如 考虑 下 列 ” x nA B: 


/1.. 1. 1. 1, 
‘| `... ° 1 5 == `. ` 1 ， Ome<l, 
`. 4 E€ `` 1 


有 
|B — All, 一 一 
和 
ACA) 一 《1 1) ACB) 一 人 co +5 tas 
其 中 


1 
n 


1 1 
|z; — 1| = e” = n” |B — All2,i = 1,.….,n. 


12 扰动 性 质 的 数学 描述 


设 4,BE Ce", ACA) = {414}, ACB) = {a}. FA dG (AD, 
ACB)) 表示 ACA) 与 ACB) 之 间 的 某 种 差距 ，DCA,B) ZK A 
与 B 之 间 的 某 种 差距 。 关 于 Ax = ix 的 特征 值 的 扰动 性 质 , 在 
数学 上 一 般 用 

d(1(A),40B)) < F(D(A,B)) 
描述 ,有 了 时 也 用 
f(d(aCA),4(B))) < D(A,B) 
描述 。 其 中 三 与 了 是 比较 简单 的 函数 ， 
DCA, B) 往往 肥 范 数 IB 一 Als, Leb» FE 1, 2, co, 


© 110 ° 


F, = 等 等 . 
关于 dt4《4)，4《B))， 通 常 考 虑 下 列 三 种 形式 。 
1) 8B 对 于 4 的 谱 改 变量 
sa(B) = max { min |à — gi] }3. (1.11) 


= jan 1<ign 
2) 4 与 的 特征 值 改变 量 
v(A,B) = min ( max |¿¿ — o|); (1.12) 


其 中 r 是 1, +++,” 的 某 个 排列 ,上 式 右 端的 min 表示 在 1, eng 2 


的 所 有 可 能 的 排列 上 取 最 小 什 ; 
3) 4 与 8 的 谱 的 Eudid EX 


“(AB = mia S` las — Bal’ (1.13) 
" i=1 


其 中 w 是 lapetan 的 某 个 排列 ,上 式 右 端的 min 表示 在 1, +, n 


的 所 有 可 能 的 排列 上 取 最 小 值 . 

4 与 8B 的 对 应 特征 向 量 x 与 y 之 间 的 差距 ， 一 般 用 夹 角 
0(R(z), R(y)) CULE $ 4(4.1)) 或 者 它 的 正弦 sin @( R(X), 
R(y)) 表示 ， 

s (B) < y 的 几何 意义 : MRS 

@; = (z€ G: |zçz — hl < y), 15=1,...,n, 


则 ¿(B)< y 表示 ABS U Z; 
i=] 


o(A B) S7 的 几何 意义 : S(A,B)D< y 表示 存在 11} 5 

to 的 适当 排列 disse 1 与 pu Ah 使 得 
[4; 一 pl SY, i=l,- n, 

e( A.B) < y 的 几何 意义 。e(4B) SY 表示 存在 l) 与 
t 的 适当 排列 As cee, an 与 mo cote Pins WRS a= 
《1 dn) AL b= Ciut ttaka) > MI 

lla — b|), < 7. 
利用 上 述 记 号 , 定理 1.1 的 结论 (1.4) 和 (1.5) 可 简单 地 记 作 


e lil- 


s4(B) <6, vA,B) < C2n — 128. 
2S Hy EBA CAS >) dl 1) 
s (B) < 0(A,B) < e(A, BD; (1.14) 
男 一 方面 ,有 下 述 结论 (参考 [33] 和 [861): 
定理 12. 设 A,BEe Cr & 
h (B) 一 pmax sa Ç (1 —1)A + B). (1.15) 


则 有 
v(A,B) < (2a — 1)A,( B), (1.16) 
证 明 : | 
由 px4(B) 的 定义 可 知 ，(1 — OA + BG € [0,11]) 的 特征 
值 必 包含 在 


G 一 U D (ishal BY) (1.17) 


之 中 ， 其 中 DMG, r) 的 定义 见 (1.9). 设 G 包 含 & 个 连通 分 文 
G1，,"…,Gx， 每 个 G; 中 包含 有 4 的 NG = 1, 8) 个 特征 
值 .根据 定理 1.1,(1 一 人 4 二 4B 的 特征 值 连续 地 依赖 于 1, 因此 
(1 一 1)4 十 1:B 0<:<1) 在 每 个 G; hiten N; 个 特征 全 
(否则 ， 对 某 一 个 zE [0, 1]，(1 一 1) 4 十 1B 必 有 特征 值 位 于 
CNG 之 中 ,这 与 44B) 及 G 的 定义 相 矛 盾 ); 特别 地 , 取 上 一 1， 
可 知 8 与 4 在 每 个 G; 中 都 有 Ni; 个 特征 值 。 所 以 存在 1，…，” 的 
一 个 适当 的 排列 x(1),…,x(n)， 合 得 | 

12 — u, | < CN — 1) (B), t= 1,:-:.n, (1.18) 


其 中 六 一 max NA < n. H (1.18) y BIS (1.162. O 
MRE Ll. 设 4,Be Cm" p (B) 如 (1.15) 所 示 , HARE 
A (B) < F(x>( B — A)), (1.19) 


其 中 ?> 是 C*x” 上 的 一 个 非 负 实 值 函数 , F 是 R 上 的 一 个 非 负 实 
值 函数 。 又 设 4 有 IS AIEEE. Ml 
v(A,B) < (21 — 1)F (B — A)). (1.20) 
证 明 : 
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考虑 (1.17) 所 示 的 点 集 G。 只 需 注 意 到 一 点 , PI G 的 每 个 连 
通 分 文 G 都 是 不 超过 ! 个 阅 盘 ZG, haB) DHE. 因此 
(1.18) 式 可 改写 为 | 
1, — m, | < (2; — 1): (B), i= 1,-* *,n, 
再 联系 到 (1.19), 即 得 到 (1.20)。 口 ] 
定理 1.2 和 推论 1.1 启发 我 们 , 在 许多 情况 下 , 可 以 首先 着 眼 
于 求 s (B) ER. 


s (B) < oo(A, B) < e(A. B). 
2. 设 


1 1 1 1 
(a), Bo ) 
0 1—10, —107 1—10_ 


计算 s4CB), FEMA Ostrowski 定理 给 出 + CB) WEA. 
3. 设 1 是 4 的 单 特 征 值 , x Es y" OSE AIT HHA 
量 与 左 特 征 向 量 ( 即 Ax 一 4X,y?4A = 1y"). WUE yx = 0. 


§2 Gerschgorin 理论 


2.1 Gerschgorin 定理 


首先 证 明 一 个 排除 定理 〈 即 对 于 和 矩阵 A, 在 C 中 划 定 一 个 区 
域 Da, 证明 C\D. 中 无 4 的 特征 值 ). 
定理 2.1 ik 46 CC、 任 取 一 敌阵 Bec, & 
Da = {z€ C: |] — B) (A — B)I > 1 


或 de(z1 — B) = 0}, (2.1) 
其 中 上 | 是 任 一 相 容 的 矩阵 范 数 。 则 
1( 4) 2 a. (2.2) 


证 明 : 
Bea 是 4 的 任 一 特征 值 , x 是 4 属于 1 的 一 个 特征 向 量 : 
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Ax = x, TE 
(A — B)x = (11 — B)x, 
Ai AE ACB), WERS LE Da, 若 AXAB), W al — B FE 
ar. A Tu 
x = (41 — B) '( A — B )x, 
据 第 二 章 定 理 2.3, 对 于 相 容 的 矩阵 范 数 〗 小, 必 存 在 与 之 相 容 的 
HÆR v. 因此 
v(x) < IQI — B) 'CA — B)|lvCx), 
Bae 2a. O 
定理 2.2. (Gerschgorin 定理 ). 设 A = (a,j) € C, S ai 一 
(G> TE, P sin)? FI 
G;(4) = (z€ C; |z — a;l] < laili} 一 1 nn. (2.3) 
则 


1) AVE Ú GA); (2.4) 


2) 如 果 在 (2.3) 所 示 的 圆 盘 中 ,有 mw 个 互相 连通 , 旦 与 其 余 的 
n — m 个 不 连通 , 则 在 此 闫 个 贺 盘 所 成 的 连通 区 域 由 , 恰 有 了 的 好 
个 特征 值 . 

证 明 : 

1) 在 定理 2.1 中 , 取 B =diaglans ` tsan) All (| = || [| <0 » BI] 


WASH = le C; max — Il >1 或 
4 l<: =< |z 一 一 a; ; | 


JI (z -7 @%; ) = 0 l. 
容易 看 出 
Daz Ú G,( A). 


2) 记 D = diag(cl aor) 和 
A = D + C, A,=D+:C, 0 <¿=< 1, 


ellie 


其 中 C 是 由 4 的 对 角 元 素 置 零 得 到 的 甜 阵 . 
不 失 一 般 性 ， 假 设 (2.3) 中 的 前 wr 个 圆 盘 构成 一 连通 区 域 ,并 
KAn mAAR. E 12 知 , 若 令 
GAA) = {2€ C: |z — an| < lali} £= 1,***,n, 
则 


WANE LU GCA); 


HAA 
G,(4,)SG,(A), G,( A) = GD) = ay, G,( A.) = G,( A), 

¿= 1,- ` ` .n. (2.5) 
id 4) = (2;}, 104) = (GO). 根据 定理 11， eT 
aCe) VERE HR E (0, 1], Alb 4 z 从 0 变化 到 1 时 ,每 个 
LAO 表示 了 C 中 的 一 条 连续 曲线 ， 它 的 始点 为 4:(0) =a. £ 
点 为 4.(1) = appt 一 1 22。 由 (2.5) 知 ; 当 上 在 [0:,1] 上 连续 
变化 时 , 4, 的 前 ?个 圆 盘 始终 与 后 42 一世 个 贺 盘 分 离 ， 因 而 ,以 
Cn yanm 为 始点 的 mr 条 连续 曲线 .C2)，… ,4m(z) 全 部 位 于 


U GCA) 之 中 ,所 以 它们 的 终点 as … sine U GCA). FPE 


f=] 


TE, GCA) 内 不 含有 其 它 的 曲线 YE) (mt IS; < n), 
因而 不 含有 Amtis* ° ° An. LI 


例 2.1. 
2 1 0 
4 一 | 工 3 4 
4 4 Í 
i 1 46 
2 2 


4 的 Gerschgorin ARA 
G (A)= z€ C:]|z — 2] <1}, 
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GA A) 一 ! z€ C: |z — 3| <+}, 


G;(A) = {z€C:|z— 6| <1} 
( 见 图 3-1). 


图 3-1 


4 在 G(A)UGsa(A4) 中 有 2 个 特征 值 ,在 G.C A) 中 有 1 个 特征 
值 . 

50 多 年 来 ，Gerschgorin 理论 有 了 很 大 的 发 展 ; 可 参阅 文献 
[38],[881,[89],[113],[124],[125] 和 [179] 一 [181]. 

下 面 仅 举 例 介 绍 Wilkinson 如 何 运 用 Gerschgorin 定理 去 个 
计 特 征 值 的 扰动 春 限 ( 详 见 [189 1). 


22 应 用 举例 


设 Acc? 是 一 可 正规 化 阵 , 4 是 它 的 P1) 重 特 征 值 . 
B = (Ba) € r, 其 中 [Bal SIA Sii S< n), WAZ aA 
éB) 5 2, 的 天 系 , 此 处 0< < 1, 

fe eis. FFE JE Ay Se X = (x,, ++, x,)€ Csx" 和 Z= 
(zi eBay ZÉ =X", 使 得 


ZĦAX = diag(1 ++ sAisAparet ** sAn) (2.6) 
其 中 || x; || 2 = 1,:z = l, "n, 令 Y; = z; / zll AQ 
s; = YX; 51 = 1,---,n, (2.7) 


显然 x;i 与 y; 分 别 是 4 的 单位 右 特征 向 量 和 单位 左 特征 向 量 ,并 
且 有 
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Izla lla Z; |; 


EHA 1 
= T iah’ C C] 
Y; = ç,Z; 9 i= ],- … 57 


(2.8) 


于 是 
Ay [Yu .Yn 
b $1 Si 
Z"CA + EB)X = ! + £ . Í 
1 : 
an Yar... Ynn 
1, Sn Sn 
其 中 y; = yl Buy, HEE 
|7; | <n, (2.9) 


现 取 一 对 角 阵 
Dm dae (Zp, 1, 51), 


p + 
其 中 为 一 待定 正 数 。 作 相似 变换 
DUZ"CA + sB)XD = diag(his py 
E71 | | EV p Yupa E Tan 
e Yun .ETy 


Sy $1 


; G$, os, 


n2 5 
EYpm EYpp (Sp pn 


H 
s$ $p | os 
! + b Os 
+ Tm ~ — an et ee — es i 


— 


TY ptin ... OY ps, pi EYptispti. EY ptian 


| 
H 
| EY npt ... ET nn 


| Sy Sn : Sn Sy 


Sp4i Sp+y Sp+y Sp+1 


WZ | OT np 
(2.10) 
Db KWL K ores AEDE AISE, 所 以 可 以 转 为 考察 (2.10) 


所 示 的 矩阵 的 特征 值 分 布 。 按照 Gerschgorin Æ, D- 'Z”(A+ 
eB)XD 的 Gerschgorin AA un F: 
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当 1 l], +., P f 
G, = Í z€ C: 


e — (a + 7) | 
5) 


. P n 
< ey tal +e >) - tilt, | (2.11) 
j=1 Si 


i=p+1 SS; 
i=: 
当 i=p+ 1,- n 时 
ci 一 | z€ C: e= (a+ 22) 
$j 


< S lena +e 5 rah 
jel Si ijm=p+1 $3 
pHi 
TEES], q ¿= 1,---,P 时 
G C|. € C: |z — 1 < et als — Pea, 
$; 
而 当 i 一 ee ee 
G, = fee C: le — l < ret nn — Le, 
$; 
所 以 只 要 取 o, 使 得 对 于 1<i<cp ff p+ 1 <; ;=<n, EA 
npe + n(n — p)s’/a q no 十 n(n — p)e 
£; $j 
一 min |4,—-4,| =ð, (2.12) 


p+igk<an 


WU G; 与 其 它 的 Gerschgorin 圆 盘 分 离 ， 比 如 ,可 取 


i=] 


+ 8 
g = min $ * —, 
p+1<;< s 2np 


则 当 © 充分 小 时 ,(2.12) 必 成 立 。 这 时 在 U G;A 6 @ 4+ 6B 


的 个 特征 值 (se),… ,wp(E)， 由 (2.11) 知 , 这些 we) (1 < 
i < b) 与 1 的 上 距离 为 
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3 
lu(e) — til < (npe + PPIE) / min s 
o l< i < 
npe 


min Sf 
1<i<p 


符 别 地 , 当 2 一 1 时 ,只 要 8 足够 小 , 则 4 十 EB 必 有 有 一 特征 
值 (e), 满足 


Lake) — ai] < (ne + mo DEY fs, aE (2.14) 
g $, 


w 


5 :==1,...,p. (2.13) 


Wilkinson 曾 利 用 Gerschgorin 定理 ， 对 不 同 特 征 值 结构 的 情 
形 , 进 行 了 细致 的 扰动 分 析 , 其 步骤 为 ，@ 把 原来 的 矩阵 化 成 Jo- 
rdan 标准 形 ,四 用 对 角 相 似 变换 ,使 扰动 后 的 征 阵 包含 所 要 敌 碟 的 
特征 值 的 Gerschgorin ARER, ORIY Gerschgorin 定理 作 
HY fs ir. 

在 特征 值 的 扰动 分 析 中 ， 利 用 Gerschgorin 定理 往往 是 有 效 


习题 
Lik 
1 O12 Gin 
Œz Ü G3 Gan 
A = ° . 3 læ; < € 
Zanin 
An Rani D: 


其 中 8 满足 [(n —2)++- 2// n — 11] < 1. 试 证 ，4 恰 有 一 个 
特征 值 落 入 圆 盘 


@Z, = Íx€ G:|z — 1| sv n — 16}, 


À 1 
A=| ate. je cm, 
| ced | 
À 


2. 1 
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B = (P4) € C, [Bil < 1, 1=<r,; < m. 
令 
C, = À + BP. 0 < £ < 1, 
TAME: 存在 常数 上， 使 得 
lace) — 1| < Ke”, VWi;Ce)€ AC) 
3. 设 A= (a) € C, 满足 


la;;| > >> |e;| = pii = lattan 
i š 
TALE 
|det A| > JI (en — 


§3 Hermite 阵 的 特征 值 


3.1 极 小 极 大 定理 


首先 证 明 一 条 3 引 理 . 

51231 >< 与 多 是 C0? 内 的 子 空间 ， 如果 dim. a )> 
dim(Y )， 则 必 存 在 非 零 向 量 x€ BH, E > LZ, 

证 明 : | 

SHEA SY 内 取 基 底 向 量 X +. .x, 与 Yis `l, ya" 
令 

X = (Xi X) Y = (Yis ttt Wm) > m. 
于 是 Z 中 任 一 向 量 x 可 以 表示 成 x= Xa, uw€ C, 为 使 xl 
允 ,必须 而 且 只 需 
YHXu = 0, (3.1) 

其 中 YHX CC") 注意 到 方程 组 (3.1) 中 方程 的 个 数 m 小 于 未 知 
数 个 数 1， 所 以 (3.1) KAFF Aa. 取 之 构造 x 一 Xu, BIE 
x | Z. O 

定理 3.1 《 极 小 极 大 定理 ). W Ac C 为 Hermite 阵 , 其 
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特征 值 为 2,22... Dal, 则 有 


. x" Ax 
A; = max min a 
X x€ = XX 
dima 1 x:0 (3.2) 
= max min uw? Auy 
X z £ > 
dim(@)=; llall,=1 
. x" Ax 
À, == min max 一 一 一 
a x € Q x! x 
Gim( @ ) many — i+] ED (3.3) 
= min max m" 4a, 
w ut a 
dim(dy)mn—i-+1 ‘tall, 
其 中 £ = | ,- n. 


证 明 : 

因为 通过 考虑 — A, 即 可 由 (3.2) 导 出 (3.3), 以 下 证 朋 (3.2). 
取 4 的 西 -对 角 分 解 : 

A= UAU#, 

其 中 U = (astan) DARE, A= diag(1 0.1.) 4,2 °° 
An. 

考虑 C 的 任 一 i 维 子 空间 A. 据 引 理 3.1， 存 在 非 零 向 量 
x€ A, ff x | Rw, +--+, a4), Rw, ++, a) 表示 由 
2 +a, 张 成 的 子 空 间 ,因而 

Ux = (0,--.,0,E;, ET; 


于 是 有 
X Ax CUMx)FACUMx) _ |Ë + +- + 21,|Ë, | 
xH (UFx)H(UFx) |El? 十 .… 十 [三 |? 


SA 


Si (3.4) 


另 一 方面 , 取 R= B(a,---, 0), HHO ATER 
B. x= Eu tires + EU, 因而 
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x” Ax al + --- + |Ë; 


min — min | > P 
xt x x EET EC |Ë | + - +: + (EI 
(6, pe) gT 
= À. (3.5) 


把 (3.4) 与 (3.5) 联 系 起 来 , 便 得 出 (3.2)。 D) 

从 Hermite 阵 的 极 小 极 大 定理 可 以 导出 一 些 重 要 的 结论 . 

分 别 在 (3.2) 和 (3.3) 中 取 :为 1 和 2， 则 得 到 

推论 3.1. jk 4€ Csx" 是 Hermite 阵 , 它 的 最 大 与 最 小 特征 
值 分 别 为 BA, 则 


À), 一 max aAa, ¿,= min a’ Aa, 
ue Cc” u € C| 
ilu1lÍm1 llull,=i 


定理 3.2〈 分 隔 定理 )。 设 A6€ Crx” 为 Hermite K, U, 6 
Cex) | UH_U, = 1079, 令 
A’ = UH AU,, 
4 与 4' 的 特征 值 分 别 为 1.04) > --- 21,0405 14) 2 °° 
三 1:( A). Mj 
aCA) > UAN SCA) De Beg (A) > Ag’) 


> 1,( A). (3.6) 
证 明 : 
据 定 理 3.1, 有 
(A) = max min v” 4’p (3.7) 


y € @% 
dim(g)=; Iloll,=1 
= min max vt Ao. (3.8) 


dim(e)=(z—1)—¿+1 MS 
设 ÉCO 是 等 式 (3.7) 中 的 极 大 化 子 空间 ,于 是 有 
——rF 
AAA) = min vAV = min (U,-w)"ACU,-w) 


p 
ae i wlls=1 
= min uiAu max min a’ Au 
uc U, _ 2 ney 
ear dim(@ =i ilule] 
= 1;(4), i= 1,-++,2 — l; (3.9) 


另 一 方面 , 设 多 是 等 式 (3.8) 中 的 极 小 化 子 空间 ,于 是 有 
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CAN = max VTA'V = max (U,_.v)#ACU,_,v) 


lige 19111 
= max ad4a 之 min max a Au 
a2e€U,_.& = u € Z 
jla]|l met dim(@)=na—Cst+1)+1 liulls=l 
= ¿L (A), i= 1,.…,n —1, (3.10) 


(3.9) 与 (3.10) 给 出 了 (3.6). 口 

下 述 定 理 是 推论 3.1 的 推广 

定理 3.3. 1 ACC” 是 Hermite 阵 , 其 特征 值 为 2, > 
Pha Mi Une CM USU, = I”, WA 


Ay see t Amn = max tr(UBAU m) (3.11) 
U m 
和 
n-m F ee + 2, = min tr(UHAU,). (3.12) 
U mn 
证 明 : 


在 U m 右边 补 上 #n —m=— 1 列 , 构 成 U,_,, PIE Uh -Uni 
Ie"), EH 3.2, 有 


1,( A) > A; (UF - 4 U,_,) 


CC a(n) 


= - = ¿(U AU, Js= 1,--:,m;i 
由 此 得 到 
1, + --- ba, = tr((UZAU;,,), (3.13) 
同时 ,有 
O ACA) S u- CUT. AU, 
了 一 全 H 了 一 ?) 
to Aala) 
Ste S Aen- CUS AU m), 
¿= n,n —1,-++5n — m + 1; 
由 此 得 到 


ta-mti F +++ +A, < tr(UŻAU nm). (3.14) 
男 一 方面 ,分 别 取 U,, A) 4 属于 Ais ° ‘ohm 和 ÅÀn-m+19 cea, 
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的 单位 特征 向 量 所 构成 的 列 正 交 阵 , 可 知 (3.13) 和 (3.14) 中 的 等 式 
能 够 成 立 。 所 以 (3.11) 与 (3.12) 成 立 , O 


3.2 极 小 极 大 定理 的 一 般 形式 


Wiclandt3%1 把 定理 3.1 推广 成 了 相当 一 般 的 形式 ， 
首先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 3.2， 设 Acc" Hermite BE, 则 4 一 0 的 必要 
充分 条 件 是 
xHAx = 0, VxeE C, (3.15) 
证 明 : 
显然 只 需 证 明 条 件 (3.15) 的 充分 性 . 
取 4 的 西 -对 角 分 解 : 4 一 U0”AU, Fe rR U ZJ Ea B, A= 
diag(1:， :4s)。 则 (3.15) 便 是 
(Ux)#ACUx) = 0, Vx € C 
RB 
yiAy=0, Wye C, 
由 此 立即 导出 A= 0, Am 4 = 0. D) 
引 理 3.3. 设 deC 是 Hermite KF, 204) = (2, 满足 
eee Sl, WREE O 的 一 个 2 一 工 维 子 空间 A 上 ,按照 
Zx = PyAx, NXE AX (3.16) 
定义 一 个 线性 变换 Le’, WU PRA: 
1) 在 C 内 任 取 一 组 标准 正 交 基 ， 如 果 .ex 在 该 组 标准 正 
交 基 之 下 的 符 阵 表示 记 作 A’, WA 必 为 x 一 1 行列 的 Hermite 
阵 ; 
2) 4 的 特征 值 a See SA, KTN E 
Ay > 1, > 1, > o > 1,-, SI Z Aa. (3.17) 
证 明 : 
1) 首先 在 C" 内 取 自 然 基 底 esten H e 表示 1” 的 
第 i 列 向 量 , i 一 1,…,n。 再 在 A 中 任意 选取 一 组 标准 正 交 
基 zi …… po 然后 取 单 位 向 量 pw 使 Vi Va +++ D, Jp C 
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n 
— a . +. o T ' = e.> 
D; > j IL = (Virs Vni) |. 1 == l, TOP 
j=l 


id 
FF 一 (Do tts Vna) V = (VV), (3.18) 
显然 Vec” 是 西 阵 , Vs 满足 
VB Vaa = 10, Vp E CORY (3.19) 


把 线性 变换 .er 在 基底 wz tOna FERRE A’, 

即 
of V aa = Vian A’y AE CTV | (3.20) 
根据 (3.16), 对 于 a REAR x = Vix’, x EO, A 


(Vx 90S Vin) = Vai AV D)， 


Yx’ € Cr, (3.21) 
由 (3.20) 可 知 (3.21) 式 的 左 闪 为 
| (U,- IV, Am = x='B Ax; (3.22) 
代入 (3.21), 得 到 | 
LEAX == XV AV, m, VX EC (3.23) 
《3.23) 表示 
'H A’ 一 Au l =. 
* | 2i )> Os 
所 以 根据 引 理 3.2, A’ 为 Hermite 阵 ; 再 由 (3.23) 可 导出 
A = VE AV am. (3.24) 
2) 利用 定理 3.2, 从 (3.19) 和 (3.24) 立即 得 到 不 等 式 (3.17) 


[J 
定理 3.4 (Wielandt [187]). 3 Ae C% EL. Hermite K, 
(A) 一 {4;} BRR a, De es Dea. GK tee sim 是 适合 
liek <, < n 
的 ?个 任意 的 自然 数 ， 则 有 
Aj 二 


e ]25 < 


= max min t(UF AU;,) (3.25) 


X CERim Uae poy ) 


1 
dim( 7; )=ip a; CB; (k=l,-ym) 


(kel, ra) uly =! m) 
m m 


a; + rot + Ain 


= min max tr(UZAUm). 
Ba-it 1 CB +1 U manag +i" nd ty 
dimai + it ani t F ni a m) 
(k=1,--, r) H ( } 
UU, >=! m 


(3.26) 

证 明 : 

首先 指出 ,关系 式 (3.26) 可 由 (3.25) SH. BRL, TZE 
一 4。 记 一 入 一 Hri i= n,n—1, +++, 1, WA 4( 一 4) 一 
pn-iti}j?=1 满足 pi ee 之 pz。 于 是 对 于 在 1,…, ”中 任意 选 
取 的 mw 个 自然 数 

in 人 tl1…: 夺 nn —¿:, + 1, 

应 用 公式 (3.25 ) ,得 到 

Ba-igti ott E pri+l 


= max min tr(UBAU m). 
Bag ti Tai +i U mni pis ni a 


(kal 779) H ( ) 
, UU, tim 


Bega h (k = 1, ee, m) 代入 上 式 左 端 ， 则 可 导出 
(3.26) =, 

因此 ,只 需 证 明 等 式 (3.252. 

容易 看 出 ,证 明 (3.25) 式 等 价 于 证 明 下 面 的 4) 与 B): 

A) BC CH, 是 0” 中 任意 一 列 于 空间 ， 
dim(#;,) = i, K = 1, '…,m。 则 存在 向 量 a,.---,a;,,, HP 
每 个 t; € Ri, k= 1, +- m, E Up= (u; , s., al; ) 满 
E UnUm = 172， 使 得 

A; 士 … a; Z: tr((USAU,,). (3.27) 

B) 在 C” 中 存在 一 个 子 空间 序列 2, C-+CH,,> 
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dim( n) = ipk =l, m， 使 得 对 于 任意 一 组 向 量 上， 
ty 5 只 要 ae Rigs k=l, em, 并 且 U, = (Ose oth) 
满足 USU, = 1, WBA 
Abert tas tr(UZAU,,). (3.28) 
先 证 明 B). 
设 D... D, 是 4 分 别 属于 Aces 4。 的 特征 向 量 所 构成 
的 一 组 标准 正 交 基 。 定义 
Kp R15 。 。 D; ). 1 一 lig ** alms 
Rv, tte) 表示 由 Voets 9; 张 成 的 子 空间 。 显然 有 A, 
二 dim(.%;,) = 1,58 = 1 m, 于 是 ,对 于 A i, 


ik 
中 任 一 单位 向 量 a = >) av. A 
jal 
ik H tk 
üi, AUi; = (> mipi | A (> piani ) 
7 一 1 j=l 


ik tk 
=>) i > (2, lal \ Aig = o k = 1,...,m 
i=1 j=1 


因此 ， 若 在 有 六 中 任 取 一 单位 向 量 a k=l, «++, m, HFS 
Un 一 (u;, “es ,Ui,, )» 则 有 
A; eres H lip S t:(UBAU,,). 

BUA SX (3.28 7 成立. 

下 面 证 明 A), 

对 于 矩阵 的 阶 数 ”应 用 数学 归纳 法 . 

首先 注意 到 , 当 区 一 7 时 ,容易 选 出 一 组 标准 正 交 向 量 书 ,…， 
tw， 其 中 ae By, K= 1,:. & U, = (G, ° *.uü,), DR 
有 U#U, = I, ÝE 

trCU" AU) = tr( A) = a, + e + hn. 

即 不 等 式 (3.27) 成 立 。 特别 地 , 当 7? == 1 时 ,(3.27) 式 成 六 . 

假定 当 甜 阵 的 阶 数 为 2 一 1 时 ,结论 4) 已 成 立 ; 现 考虑 72 阶 
起 阵 的 情形 如 下 。 


° 127 ° 


设 
HC CH; (m < n) 
是 C” 中 的 任 一 子 空 间 序列 ， 分 两 种 情况 讨论 : 
A-I) 第 一 种 情况 : š, < n. 

这 时 显然 可 以 找到 一 个 2 一 1 维 子 空间 ACC", fe 
AK, RR ERS |B 33 中 的 GIOR EX 上 定义 一 
个 线性 变换 er’, 在 A 中 取 一 组 标准 正 交 基 zi Vaas 使 
得 

R(o,; ` ° 9 = Bi, kml,- m. 
E ar 在 基底 Vo etts Vaa Z FIN RMP A’, ACA) 一 
12; =1， 并 记 Vp 一 (v1, . -*5Un-1). 根据 引 理 3.3, HTAA tH 
任 一 te Rr x= V, 2, x € C, 有 
XC XX) = xF AX, (3.29 ) 

TERME] SP R= l,e, m, x= V, ax BT COTS 

间 Za 与 CO 的 子 空间 
Bin = {x = (E, ° ° s&s Ü, > -+,0)7€ C7} 
的 对 应 关系 。C*-: 中 的 子 空间 序列 (2a BARE 
S, C... CK; GO, dim(@;) = tee 
k= lpse m, (3.30) 

根据 归纳 法 假设 ,存在 向 量 wu; ，…, wn ARED wi E A igo 
一 1,…,m， 并 且 UL = (ü, a) 满足 UU, = I”, 
使 得 

Ri bees a > tr(UIB'A'UL), (3.31) 

令 
a, = Vnt k= l, ttm 

和 

Om 一 (cl ü; ) = V,-,U;,. (3.32) 
显然 u; € R irkml, eom, HA UwU = I 根据 (3.32) 
和 引 理 3.3 中 的 (3.24), 有 

trr(UZAU,,) 一 tr AV aU m) = u(UA'U;,), 
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代入 (3.31) 式 右 端 , 得 到 
4; + --- + j, Z t((UBAU,,). (3.33) 
再 根据 引 理 3.3, 
hip ign k=l, em, 
代入 (3.33) 式 左 端 , 便 导 出 了 不 等 式 (3.27). 
A-I) 第 二 种 情况 : in 一 n(m <n), 
假设 i 一 ni 二 nn 一 1,.…， im-p = n — PCP > 0), 而 
n—P—1&{i,,---,7,3. Ait Aid m — bp — 1 = m', W 
im! = im-p1 < n — P — 2, 
考虑 C” 中 的 任 一 子 空间 序列 
S; CCR C.C, IC: C.S, m'= m — P —1, 
其 中 | 
dim(. i) = K, K = yt sig Ë n — Por sn, 
设 Wa p> UD, pai °° * > W, 是 4 分 别 属于 1。p， 2 pt 
1。 的 单位 特征 向 量 。 因为 tp 与 Rig SK 
BoC 中 的 一 个 维 数 < im + (p + 1) qn — p — 2 + (P + 1)= 
n — 1 的 子 空间 , 所 以 存在 一 个 子 空间 Qc’, HAR 
dim(@) =n — 1, E 
RB C. o Wir U, € R, 
于 是 有 
KE SC, n ET SR aN ECE. 
注意 到 
dinl R NA Æ) = dim(#,) + dinl E) — dim(H , U.) 
Z=K-+(n—1)—n=K —1, 
k=n—P, on — 1, 
因此 在 C" 中 存在 子 空间 Paps R no Bn BA 
KE C, SS ne VB 909 KF ne S wil # 
和 
CR 
其 中 din A) =k k =n — t —1,n — Px: n — 2, 从 而 有 


| 129 « 


S C: OB I CF ,- , C: C. ,- C » 
dim(.@%) = n — 1, 
fj A-I) IRIE 3.3 中 的 (3.16) 式 ,在 C? 中 的 4 一 1 维 子 
空间 A 上 ,定义 算 子 e. EA 中 取 一 组 标准 正 交 基 vs 
Un- EFI 
HDi) = Ri k= l,m, 
RAC ipt ap) = Honey LSP l,a 
和 
BB ,-, 0...) = K. 
id .ex 在 Z 的 标准 正 交 基 Vtt, 之 下 的 矩阵 表示 为 4'， 
ACA’) = {1 ino 
V p- = (Vis Una). 
则 仿 4-1) 同 样 可 证 (根据 归纳 法 假设 )， 存在 向 量 Wott + on? 
Wp Ha» 上 其 中 u;, € BE ip R= 1 m s Upa E Haat 
=p -+ l, .2，06 Zo HE 
Un = (U eee pis 5-2 
满足 Un Un = 1”, 13 
Mee BA E Aapa bo H laa S (UZ AU;,), 
(3.34) 


再 令 


, 


Ui, = V ,Ui k = 1,:` ° ` m; 
U,- = VU, I = p + 1. :1 


Um = (u; stt ü; Ua pt ee 
显然 有 
u; € BR ips 人 一 1 `. m; 
tt € 站 1 一 十 1 UE 
和 
UU, = Im, 
fal A-I) 可 证 
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(UBA Um) = ul UAU m). (3.35) 
根据 引 理 3,3, 有 
hip Ai, k=l, eem, (3.36) 
将 (3.35) 与 (3.36) 代 入 不 等 式 (3.34), 便 得 到 
b H oee H uy H Aapa T oee A Apa > (UAU n). 
(3.37) 
四 此 ,为 了 证 明 不 等 式 (3.27) 成 立 , 只 需 再 证 明 
lap H ee + An È Apapa H eee 十 1 -1 (3.38) 
据 已 设 ,向 量 mp towne KH 适合 
4 一 12 |, = 151 = P,P —1,-.. 0. (3.39) 
显然 对 于 A 的 标准 正 交 基 Vtt Pn We 可 以 表示 成 
W, = Vows Wi E C, = P, p — L,-- P 0, 
因而 , 代 人 《3.39) ,有 
AV, iD = 1 IV n-ai 
Rp 
Aw’ = sts T= Py p — 1,- 0. 
这 表示 1 和 -pt 也 是 款 的 特征 值 ; 而 且 根 据 定 理 3.2, 
它们 只 可 能 是 A 的 最 小 的 ?十 1 个 特征 值 ， 因 此 
1 十 1 p4 十 "十 ,一 1 十 21 十.… :十 210- 
即 (3.38) 成 立 。 代 入 (3.37) ,立山 导出 不 等 式 (3.27)。 口 
注 3.1， 在 定理 3.4 中 , 取 m 一 1， 便 得 到 定理 3.1; (3.25) 
中 取 i, = kk = 1,:-: m, 在 《3.26) 中 取 =n — K + 1, k= 
l,-..,m, MEZE 3.3 的 公式 (3.11) 和 (3.12). 
注 3.2。 在 Wielandt 之 后 ,Amir Moéz 对 Hermite 阵 的 极 小 
极 大 定理 又 作 了 一 些 推广 。 对 此 有 兴趣 的 读者 ,可 参阅 他 1956 年 
的 论文 (39). 


3.3 Hermite 扰动 
定理 3.5. 设 A,B = A+E EC”, A,B Fl E $ Hermite 
阵 ,它们 的 特征 值 分 别 为 
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Ag ee tt Sen ee © Ha (3.40) 
和 | 
8, 之 - - SE, (3.41) 
则 
A; +6, Sw GA; + 857 = 1,--- Gn, (3.42) 
证 明 : 
设 x,……,x。 是 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 基 ,对 应 的 
特征 值 分 别 为 2 Ane BS R(x;, Kise oR). 于 是 
由 (3.3) 和 推论 3.1, 得 到 


B= max a? Bu s< max aw’ Aua+ max a”Eu 


Ia lae] Va ñ= u hel 
= }; + max wt Eu < 1; + esi = 1,- Nn, (3.43) 
Na lls=1 
AHH, © D = —E, id AD) = {3}, 5, ++ > n 
则 4 = B+ D. 根据 (3.43), 有 
u S u; +8, = l, n, 
其 中 á, = —e,, WEC.. D) 
由 (3.42) 可 知 
|; — 4;| S max{ e |E |} = 1,-.…,n. 
再 若 虑 到 
所 以 有 下 述 重要 绪论 ( 见 1185] 和 [198]): 
定理 3.6 (Weyl-Jlnacknii 定理 ). 设 A, Bec wx 
Hermite 阵 ,它们 的 特征 值 如 (3.40) 所 示 。 则 
| |, — As) SIB — Aj, ¿= l,:. on; (3.44) 
即 | 
(A.B) < l| B — Alh. (3.45) 
下 述 定 理 是 定理 3.5 的 推广 。 
定理 3.7. & A,B = A + E £ Cs EA Hermite EE, ASB 
和 E 的 特征 值 分 别 如 (3.40) 和 (3.41) 所 示 。 则 
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Ay tote + Aa + Enom T+ +° + En < u + : ° 十 or 
SAH :- ` + ¿,, + 8, ttt ten, m = hl,- (3.46) 
定理 3.7 可 以 利用 定理 3.3 加 以 证 明 ; 同 时 ,也 可 作为 下 述 结 
果 的 一 个 特例 ， | 
定理 3.8, i A,B 一 4 十 EEC A,B MEW 39 Hermite 
阵 ,它们 的 特征 值 分 别 如 (3.40) 和 (3.41) 所 示 。 则 对 于 在 1，… :> 
中 任意 选取 的 加 个 自然 数 ioin A 
Erm 
人 二 Em (3.47) 
证 明 : 
无 妨 假 设 1 <i < … < i n. 根据 定理 3.4, 在 C" 中 
存在 一 个 子 空间 序列 BAC CH, ， 使 得 
bi bese ba = min | tr(UHBU;,). 


U, u; "u; 
m i i n 
a EF; (R= 


T 
设 问 量 v; E HB ipo k = l, ->s My V m = (O; “” % 5 V; n) 8 JE 
VRV n= Im. HE4 
tr(VRBAV m) = min t(UZAU,,), 


U m=; 2 J 
in 


tt; € >; (k=l; emt} 


UBU am 

由 定理 3.4 知 

tr(VRAV m) Say 十 十 和 
此 外 ,利用 定理 3.3, 有 

tr(VHEV,,) < 8, H ite F Em. 
因此 得 到 

By tp S< u(V;BV,) = uV RAV m) + trrCVEEV m) 
ay teed HE tee + en, 
BNC3.47 HY Aa tie AS ARAL 
4> D= —E, V WD) = {65.6 Z= -++ Z ó6,, A A= B+ 

D, 根据 上 述 结果 ,有 


4m 
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1, tree ba S u, tert tay + 8, + -- 十 61， 
其 中 8; = cenio i =l, ,m, 因此 不 等 式 (3.47) 的 左 端 不 
SARI. O 

YE 3.3 在 不 等 式 (3.47) 中 取 i,k R= 1,--*,m, EBS 
不 等 式 (3.46). 

定理 3.9 (Hoffman-Wielandt FH) 在 定理 3.6 的 假设 
下 ,有 y 


(4B) = |> (pe — 4y < || B — Alle, (3.48) 
i=] 


定理 3.9 EL $ 4 中 定理 4.3 的 一 个 推论 ， 此 处 证 略 (读者 可 参 
[s] Wilkinson [189] 第 二 章 的 一 个 初等 证 明 ). 


3.4 关于 奇异 值 的 扰动 

E310, k 4,Be C”**， 它 们 的 奇异 值 分 别 是 

o>- Do, 20,7, --+ > r, > 0. 
则 对 于 C”*” 上 的 任 一 西 不 变 范 数 ‖ ,有 
lag(r — o tta = oo < D dl. (3.49) 

注 3.4 〈3.49) 式 左 端的 范 数 是 C” 上 的 西 不 变 范 数 | | 在 
Co 上 的 限制 。 即 : 它们 是 借助 于 R* 上 的 同一 个 SG 函数 @ 得 
到 的 ,因此 仍 记 为 | I. 

定理 3.10 的 证 明 : 

因为 当 mw 2> n 了 时, 可 分 别 用 m X m 方 阵 (4 ,0) 与 (B,0) 代 
AG BY mm 二 x 时 ,可 分 别 用 a Xa 方 阵 ( 2) 55 (5 88 


A5 B, 而 这 样 做 并 不 改变 不 等 式 (3.49) 了 两 端的 本 不 变 范 数 的 值 ; 
所 以 ,只 需 考 虑 m = n 的 情形 . 
首先 ;将 B — A= E 5x 


0 B 0 A 0 E 
(px 0 )— (ys 0 )- (on 0 ). (3.50) 
iz E WAREN 8: Sees 之 5s 之 0， 则 (3.50) 中 的 三 个 Hermite 
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(ya o)» (Q 0 JRC o 0 AL BI 


-> 
| | (3.51) 
= e.. © Op = —c, >= -- * Z —m@, 
和 
g, Dee > g, > —s, Se Se, (3.52) 


(3.51) M (3.52)=ufin Pah. hanes A, RADA 
解 为 4 = USV", 其 中 U 15 V 2 Be, = diag Co,» 7%» On). 


直接 验证 可 知 
0 A 5 0 ' 
oF 0 )=6 (° _,)e , 
其 中 
TU tv 
i = z vz 
v —— L V 
A F 
为 27 阶 丁 阵 . 
将 (3.51) 和 (3.52) 改 瑟 为 


Ty et Tns Op ett Eins Ei 2È + * * Ene 
UGAD 858 4 S 3, 有 
(zi — s, ) + +: + (Tin — Fig) <S 8, tt E Em， 
其 中 i "i, 是 适合 
1 < ¿, < :-* * tn < n 
的 mr 个 任意 的 自然 数 ，m 一 1,2,127, 由 此 可 导出 
lr, —o,) Bees + le; — o| Se, + ++ + e; r = Lecter, 
于 是 根据 第 二 章 $ 3 引 理 3.10, 对 于 R” LE 一 SG AMO, KA 
DCL, — o, T, — On) < ÖLE °° En). (3.53) 
El] lÆ Css LEHT R° 上 某 一 SG 函数 @ SEI BA ES 
数 ， 则 由 (3.53) 立即 得 到 不 等 式 (3.49)。 D) 
直面 丙 条 重要 结果 是 定理 3.10 的 推论 ， 
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定理 3.11. 在 定理 3.10 的 假设 下 ,有 
|z, — ol < || B — All, r= 1,...,n. (3.54) 


定理 3.12。 在 定理 3.10 的 假设 下 ,有 


iGo? < IB — All. (3.55) 


r = 1 


定理 3.10 一 3.12 说 明 奇 异 值 具 有 良好 的 稳定 性 质 ， 这 是 矩阵 
的 奇异 值 分 解 有 着 广泛 的 实际 应 用 的 理论 根据 之 一 。 


习题 


l.iz A= B > 0, ACA) = fA; He, FO ACB) = {pt 满足 
Ace ed, SO A z See >Z n, SO, 试 证 1; B us í = 
1 ..n, 


a AEO BaF oS ++ eo, 22 0. M 


= ma [Axl 
= x min 
aime: SF lh 
== min max ax ; 


xl 
dima =ni + x$ x 2 


特别 地 ,有 
gy, == max 4xl: O, = min ll Axl, ' 
x= lx, xo ||xll, 
此 外 ， 
o, = max Iy" Ax|, 


læ l= lly i= 1 
37 设 A = (aj) E C” 是 Hermite BE, 证 明 : 在 每 个 圆 盘 
D, = fre C: |z — al < S lasl | 


ji 
内 ;, 必 有 4 的 特征 值 ， = 1,:**, n 
4. 设 AeC™, id A= H, + :H,, Hop 


H, = > G + A"), H, = z CA — AP) 
i 
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oe 


为 Hermite FE. iZ ACH) = {a;}, 1(H,) = iB}, @ ere 之 
Oe, Pi Èt SB, DUE 
G, Z Rel 2 an, 6, > In1 > 0,, VIE ACA), 


5. 
3 1.1 一 0.1 
-|e 15 | 
0.1 一 1.9 19.5 


试 利用 上 题 和 Gerschgorin 定理 ,确定 复 平面 上 包含 4 的 特征 值 的 
一 个 区 域 . | 
6.1% AX Hermite MH, 试 证 4 为 正定 阵 的 必要 与 充分 条 件 
是 4 的 顺序 主子 阵 的 行列 式 丝 为 正信 。 此 外 ， 举 例 说 明 ; 仅仅 4 
的 顺序 主子 阵 的 行列 式 缘 为 非 负 值 ， 并 不 能 保证 4 为 半 正 定 阵 . 
7. 设 4€ 0”*” 为 正定 阵 ， 其 特征 值 为 u ee 2 ¿, > 0. 
任 取 Xe C" 1 Kman), RE i 
ayes 02, det( XTX) > det( XT AX,) 
== ha-m * * À, det( X8X,). 
V 8.1% A€C™", (A) = {a}, o( A) = (c). RIE: WR 
Jay) Z --- > aal G, Z -- * Z cs, 


则 
k k 
Jlez] EAF R= 1,* … 7。 
£=1 i=l 


9. 设 A,B € Cox, C = AB. A, B 与 C 的 奇异 值 分 别 为 

Oy È e Z Anabi Z --- Ba = - - * Z Y,. 

wir: 当 :十 17 十 1 委 ” 时 ,有 
Y;+i+1 < G; 4sPj +1. 
(提示 : OD C=WH,W XA, HJER; 
加 注意 到 一 个 事实 : A Hermite 阵 4 = UAU", 

其 中 U = (u, +++, ü,) 为 西 阵 ，4 = diag( 4 t> 1,)， 
22 --- Da, WH 
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Ay, = max x" Ax, i= 0,1,°++4n — 1; 
x. (u, ui) 
ean 


加 利用 Cauchy 不 等 式 
[ly |? < xixyly, Wx, yc C”; 
井 应 用 极 小 极 大 定理 于 (x"Hx)’, ) 
10. D = A+ B€ G. A,B 与 DD 的 奋 异 值 分 别 为 
中 
TATE 
ii S ol 十 Ch í + / + 1 < n, 


$4 正规 阵 与 可 正规 化 阵 的 特征 值 


4.1 正规 阵 与 可 正规 化 阵 


Hermite fE, f$ Hermite ECRI 4A? = —A 者 ) 和 西 阵 ， 都 是 
TE SARS. PRU TE RE SE ZR Be ABE, 

定义 4.1. i AEC", 如 果 存 在 非 青 异 阵 R, 使 得 RAR 
是 正规 阵 , 则 称 4 为 可 正规 化 阵 . 

容易 看 出 ，4 是 可 正规 化 阵 的 必要 与 充分 条 件 是 存在 非 奇异 
阵 9， 使 得 040 为 对 角 阵 ， 因此 ， 可 正规 化 阵 就 是 可 对 角 化 
kE. 

所 以 ,可 正规 化 阵 也 可 以 如 下 定义 .。 设 AEC, Ce 

在 由 4 的 特征 向 量 组 成 的 基底 , 则 称 4 为 可 正规 化 阵 . 

正规 阵 的 特征 值 有 许多 重要 的 特点 。 下 述 定理 ， 说 明了 它 的 
特点 之 一 . 

定理 4.1. 设 Ac RE IF SEE, 4) = {4}. (EH xe 
C”, xl: = 1, DW 


min |4; — xtA x| < [x ARAx — |xËAx|2]5 
loi 

= || Ax — x" Axx |], (4.1) 
证 明 : 


= CA — x” Axl )xll;. 
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. "OA, 
SE , 


由 4 是 正规 阵 可 知 ， 存 在 西 阵 U， 使 得 A= UAU", 其 中 
A = diag(1 1)。 于 是 ,一 方面 有 
ICA — x” 4x1 x|], = JJU(A — x" Axl Ur xl, 
之 min | 4; — x4Ax|; ) 


另 一 方面 ,有 
ICA — xRAxI)x||, = (xP A" Ax 一 [xF Ax|?)3, 
所 以 (4.1) 式 成 立 。 口 


4.2 Hoffman- Wielandt 定理 


定理 4.2 (Hoffman-Wielandt EH), 设 A, Bear” W 
为 正规 阵 , 则 
e(A, B) < l| B 一 4。 (4.2) 
其 中 e(4,B) 如 (1.13) 所 定义 ， 
为 了 证 明定 理 4.2, 首先 引证 关于 双 随 机 阵 的 Birkhoff E Æ. 
定义 4.2。 设 5 一 《owy)E cr, mk 


>) oF = > ` =; = 1, o; > 0,1 < :, ; < n, 
j=1 i=] 
则 称 S 为 双 随 机 阵 . 
排列 方 阵 ， 即 每 行 、 每 列 有 且 仅 有 1 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 
零 的 方 阵 ,显然 是 一 类 特殊 的 双 随 机 阵 ; HERA n! 个 不 同 的 * 
阶 排 列 方 阵 . | 
定义 4.3 HTa(rec, MR (1), tts x(n) 是 
1,-… 的 任 一 排列 , 则 称 集合 
Tinta ° * 5 Tna) 
是 了 的 一 个 正则 组 ， 
定理 4.3 (Frobenius-Kinig 定理 ). 设 T = G;)€ C”, 加 
果 工 的 每 个 正则 组 都 含有 零 元 素 , 则 了 必 有 一 子 矩 阵 To€ CP 为 
2 oe ,并 且 p+ q = n + 1, 
证 明 : 
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应 用 数学 归纳 法 . 

当 2 一 1 时 ,结论 显然 成 立 。 假定 结论 对 所 有 阶 数 小 于 7# 的 
方 阵 均 成 立 , 现 考虑 Te Cr, 

如 果 . 了 一 0， 则 定理 结论 自然 成 立 。 因此 假定 T = 0, 并 
且 因 为 行列 置换 并 不 影响 结论 ,所 以 无 妨 假 定 r,, == 0, 

令 T, XRT HZ LA n — 1 阶 子 矩 阵 .由 定理 假设 知 , 六 的 
TEMAS ESTAS, g z. 后 ， 了 TT 就 有 个 含 零 元 素 
的 正则 组 ,这 与 定理 假设 矛盾 )，。 所 以 ， 由 归纳 法 假设 ,六 必 有 一 
子 和 矩阵 Tw Ca AFERE, HA P, + q, == n. 无 妨 假 设 Tw 位 
于 7 了 :的 左上 角 , 这 时 


qı Pı 

在 工 中 , TST PADE. DAET ST, 之 中 ， 必 至 少 
有 一 个 满足 定理 的 条 件 (否则 ,可 以 分 别 从 T, 与 T, 中 取出 不 含 堆 
元 素 的 正则 组 ， 并 在 一 起 , 便 成 了 了 的 一 个 不 含 零 元 素 的 正则 组 ， 
这 与 定理 假设 矛盾 )。 假定 T, 的 每 个 正则 组 都 含有 零 元 素 . 据 归 
纳 法 假设 , T, A—T EE Tot Co 和? ESM HA P, + q, = 
户 十 1 无妨 假定 工具 有 下 述 形式 〈 因 为 进行 行列 置换 并 不 影 啊 
定理 的 结论 ): 


qs 
这 时 ,了 的 左上 角 是 一 个 b, fT, (Q, + a) FINS EE, if 
b, + (tan = (P, Tq T q = b, Fl + q = n + 1. 
因此 定理 得 证 . [| 
由 定理 4.3 可 得 下 述 推论 . 
推论 4.1. WRT OSES, HA ENTRAR BS 
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济 元 素 之 和 都 等 于 同一 个 正 数 z， 则 二 必 含有 由 正 元 素 组 成 的 正 . 
则 组 . | 

WEHA: 

用 反 证 法 ， 

如 果 工 的 每 个 正则 组 都 含有 零 元 素 , 则 由 定理 4.3， 存 在 了 的 
一 个 零 子 矩阵 Toe Cr*4,p 十 9 一 n 十 1。 于 是 在 7 中 ,To 所 在 
的 了 行 元 素 之 和 为 pr, To 所 在 的 4 VITOR VM at, [而 Pr+ qr 
=(n+1)r > T 的 全 部 元 素 之 和 wt, TAFA. L 

利用 推论 4.1 可 证 | 

定理 4.4 (Birkhoff ZH). AA n BY EILERA, AT 
A nM HEPA. BE —n 阶 双 随 机 阵 S, 必 可 表示 成 n 
阶 排列 方 阵 P,G 一 1, :21)》 BAHRA: 


m f 
SD op, Spo =l, 20,i= 1, n. (4.3) 


证 明 : 
首先 指出 ,(4.3) 所 示 的 非 负 阵 5 是 双 随 机 阵 。 这 是 因为 ,oiP 
的 每 行 元 素 之 和 及 每 列 元 素 之 和 都 是 o;, 所 以 5 的 每 行 元 素 之 和 


及 每 列 元 素 之 和 都 是 > a; = 1, 


现在 证 明 任 一 ? 阶 双 随机 阵 必 可 表示 成 (4 DER. 根据 

推论 4.1, S 必 含 有 由 正 元 素 组 成 的 正则 组 Cutt Onin TaS 
min ox, 之 0， 并 且 令 P RRE (i): (8) 位 置 为 的 
排列 阵 ,然后 芳 虑 窍 阵 . S, = S 一 oP. = 

显然 5, 有 三 个 特点 0. Cæ FAE. 2. 它 的 每 行 元 素 之 和 
及 每 列 元 素 之 和 都 等 于 1 — c > 0, @. S, tc 3 至少 多 一 个 零 元 
EF 

如 果 l 一 ç, = 0, Wij Š, = 0, Bu S = oP, 定理 得 证 ， 如 
B1—o,>0, WH 41, S, 必 含 有 由 正 元 素 组 成 的 正则 
组 ， 重 复 前 述 讨论 BARE S,= S —c P, 一 opP。3 有 三 个 特 


° 14] ° 


A: 轩 . 它 是 非 负 阵 ， 四 . 它 的 每 行 元 素 之 和 及 每 列 元 素 之 和 都 等 
于 l 一 0 一 0 之 0， (@.S,; kk. Š, 至 少 多 一 个 零 元 素 , 因 me s 至 
少 多 两 个 零 元 素 . 

如 此 重复 进行 ， 每 一 步 都 得 到 一 个 新 的 非 负 阵 ， 这 个 新 的 非 
人 负 阵 的 每 行 元 素 之 和 及 每 列 元 素 之 和 都 等 于 同一 个 非 负 数 ， 而 且 
它 比 前 一 个 非 负 阵 至 少 多 出 一 个 零 元 素 . 

到 了 第 ?一 4 一 1 步 ， 这 时 Sy 至 少 含有 到 一 2 一 1 
个 零 元 素 , 即 至 多 含有 ”十 1 个 非 零 元 素 , 而 且 它 的 每 行 元 索 之 
和 与 每 列 元 素 之 和 应 该 相等 。 HETARA: Srni 一 0 或 者 
Spini = 0nr_oPm_s， 因 为 ,容易 看 出 ,如 果 Saai 的 某 一 行 或 某 
一 列 都 是 零 元 素 ， 则 应 有 Sal, 一 0。 如 果 Sani 的 每 一 行 、 
每 一 列 都 有 一 个 非 零 元 素 ， 同 时 它 的 每 行 元 素 之 和 及 每 列 元 素 之 
和 相等 , 则 它 只 可 能 有 =” 个 非 零 元 素 ( 即 这 时 不 存在 第 + 1 个 非 
零 元 素 ) ,并 且 有 Sal, 一 co ,Pr 

所 以 最 终 得 到 Sm 一 5 — =P, 一 … .一 aop = 0, RP MS 
2 — n, BO 


m 


$ = Sj op， m<n’—n<nt, 


i=] 


并 且 (z) 满足 Slo; 一 1， or > 0. D 


i=l 


Birkhoff 定理 有 许多 应 用 。 焉 面 就 用 它 来 证 明 Hoffman-Wie- 
laadt 定理 ， 


定理 4.2 的 证 明 : 
首先 对 正规 隆 4 和 B 进行 西 -对 和 角 分 解 : 
A = UAUz#, B= VOV”, (4.4) 


其 中 U5VA BE. A= diag(1,, `` -,1,), O ass diag (za, ° . *, J»). 
利用 (4.4), 可 得 
|B 一 Al: == rl(VOv® — UAU#)XVOVH — UAUH):] 
= > | 4; + > ae 
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—r(AUZ#V OVAU + ÀU#VOVEU) 


一 之 1k + 21 lel zü), (4.5) 
其 中 
W = UEY = (wi) (4.6) 
为 西 阵 ， 
gw) = > Daloni, s (4.7) 
Ôi = E; + hijs 1 Sij < n. 
令 


|o; |2 = djs 1 < :,; < n, (4.8) 
MW 一 《oz) 显然 是 双 随 机 阵 ,并 且 (4.7) 可 写成 


g(W) = HS) = SP Oyo; (4.9) 


用 2 表示? 阶 双 随 机 阵 的 全 体 ,用 U ,表示 7# 阶 西 阵 的 全 
体 , 于 是 由 (4.6) 一 (4.9) 可 知 
max gC ) 和 max f(S), (4.10) 
注意 到 1(5) 是 2 .上 的 线性 函数 ,并 且 根 据 Birkhoff 定理 ， 
S 可 以 表示 成 # 阶 排列 方 阵 Pi 的 凸 组 合 , 即 如 《4.3) 式 所 示 。 代 
A ICS), 便 得 到 


n: fs! 


aaP ) = >) of(Pi),. 


=1 R=1 


KS) =f ? 


其 中 o, > 0, k = l,-- nl, >) =, = I, 设 排列 方 阵 
R=] 


P= (no) ó =l] i 
( Gy)» } 0 ; j 


max fCP,) = ICP)» 


I&S] 


e 143.» 


则 有 


ICS) < > of(P) = FCP). | (4.11) 
代 人 人 (4.10) 和 和 (4.9), 得 到 
| g(1 ) < > Oie» 


其 中 m(1),°++,x(n) 是 letran 的 某 一 个 排列 。 
AA H.R W = P, 有 


g(P) = >; Oin ` 
| eT 

所 以 

max g(W) = X) bao = >) Citi Y Iita). 

WEB, i=l i=l 
代 人 (4.5), 便 得 出 

IIB — All; = > | 2; — Fadi) "5 
i 二 1 


由 此 立即 得 到 不 等 式 (4.2). DD 
注 4.1 同 理 可 证 ， 存在 1， "ta N 的 一 个 排列 p(1), vey 
e(n}, 使 得 


| n 
i| B — Ally <> |A; — Bay’. 


44.2 如果 4 与 不 同时 为 正规 阵 , 则 定理 4.2 的 结论 不 一 
定 成 立 ， 例 如 
0 0 一 1 一 1 
4 人。 B= ( 1 1) 
4 正规 , 但 B 不 正规 ， 有 4(4) = 10.4}, ACB) = {0,0}, WR 
e(4,B) = 16 >12 = |B — Alk. 
注 4.3 当 B 为 正规 阵 而 4 为 Hermite 阵 时 ,可 证 ( 见 本 节 习 
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d 1); 如 果 将 ACA) = {ex) 5 ACB) = {Bi tiro 分 别 排序 为 
a, = `. = Gap By > ++ Sas 
则 


e(4,B) = abs I(#, + iY, — al? < IIB — Alle. 
_ (4.12) 
注 4.4 Birkhoff RAIL Me. BA z Et WBS OL PE H 
成 的 集合 S ,是 以 = 阶 排 列 方 阵 为 顶点 的 凸 多 面体 。 因 为 在 一 个 
凸 多 面体 上 定义 的 线性 函数 必 在 该 凸 多 面体 的 了 项 点 上 达到 极 大 值 
和 极 小 值 , 所 以 (4.11) 也 可 直接 由 此 得 证 . 
注 4.5 当 4, BE C”*” 都 是 正规 阵 时 ， 是 否 有 类 似 于 定理 
3.6 的 结论 , 即 是 否 有 
v(A,B) < ||B — All; 
这 是 一 个 尚未 解决 的 问题 (请 参考 [581). 


4.3 Bauer-Fike 定理 


定理 4.5 (Bauer-Fike ZH), 设 A,BeEC™, 其 中 4 
为 可 正规 化 阵 : 4 一 Q 'AQ, O 为 非 奇 异 阵 , A = diag (å, +: ° 
dade Wij 


sa(B) S IOIO IIB — All. (4.13) 
证 明 : 
任 取 z€ 2(B), BRAS z & CA) 的 情形 ,如 wl 一 4 
JER. 


设 * 是 B 属 于 4 的 特征 向 量 .。 于 是 有 
(B — A)x = (ul — A)x = Q (pl — A)Qx, 
Bp 
x= Opl —A)'OCB — A)x, 
因而 对 于 任 一 相 容 的 范 数 ‖ |. 有 
1 <| Q pl — A)"OCB — A)| 
SOMO er — ANB — All, 


e 145 < 


RẸ 
Cal — A < ONO — All. (4.14) 
在 (4.147) 中 取 谱 范 数 | la EH (4.13). O 
HEW 4.2. ik A, Be CO, 其 中 4 为 正规 阵 ， 则 


S/((B)=< B — Alb. (4.15) 
4.6, (4.13) AG IB 一 All 前 的 系数 
e(O) = [Qll Oiz (4.16) 


叫做 4 的 谱 条 件数 。 对 于 可 正规 化 阵 4, 2 
@, = (9 e C"; QAO = A}, 
其 中 4 为 对 角 阵 ， 有 时 也 把 
"(4A) = inf 上 919 (4.17) 


HH 4 的 谱 条 件数 。 显然 <(8) Sl, CA) Sl, 而 (4.15) 表 
明 , 正 规 阵 的 谱 条 件数 为 1. 


4.4 Hermite 阵 的 任意 扰动 


定理 4.6 (Kahan,[1151)。 设 Ae C*%" 为 Hermite 隆 , 其 特 
征 值 为 0 2 tt oa, Mig B=A+E, ACB) = {Br + iTho 
P, 之 - ` * Z Ba, 令 


E, = EEEL, E, = EZE (4.18) 
2 2: 
积 ， 
D, = {L + iy € C: |8 + iy —e,| < |E|],, Iri < E, +, 
(4.19) 
4(B)C U D,. (4.20) 
证 明 . 
由 定理 4.5 知 ,对 于 任 一 8 + iy € ACB), VEER ar. E 
得 


18 十 ri 一 os 委 | 
以 下 证 明 : |r| < lE, 
it x SL B JT 8 + iy 的 单位 特征 向 量 , 即 
Bx = (8 + iy)x, ||, = 1. 


Hil 
x" "Bx = 8 + iy, x" B¥x= # — iT, 
因而 x 
H( p — RH 
zg e = 2 OB — B”)x 一 7， 
.. 21 


由 此 得 出 Ir] <E l. P! 
定理 4.6 的 结论 , 如 图 3-2 所 示 。 


3-2 


图 3-2 RAR: n = 5, By + iri € Wi, Bs + zy; € D, HEZ 
个 点 Pk + ty, € DY DD: UZD, k = 2,3,4, 
€J 4.7 (Kahan, [115]). 在 定理 4.6 的 假设 条 件 下 。 有 


N| St < levis (4.21) 


i=) 


VEG- a < [elle + d IE — Dri. (4:22) 


证 明 : 
利用 Schur 分 解 ,无 妨 假 定 
B = À + E = Q + :T + R, (4.23) 
其 中 Q = diag(f,,-- ` 8B,) T = diap(7,s ` ° “To)， 尺 为 严 客 上 三 
角 阵 。 于 是 


和 
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; R + RE ., .. R — RE 
A = == Ei 
从 而 得 到 
Dufr RoR R — R" 
IE, =e (T+! 2; -) (r + 2; ) 
= (Pz + — > IRI > Iri -5r (4.25) 


k= 
另 一 方面 ,对 于 4 与 0 应 用 Hoffman-Wielandt 定理 ,并 利用 (4.24) 
和 (4.25), 可 得 +> 


Jš DB aY < lo — Al = FL E le 


< [Eells + 上 二 | = [Esls + = |R] 


J 2 
= islet (Eye — IT =E sle + J Eyl]? — > vi 
Ë! 
注意 到 , 当 B = 4 十 BERN, (4.23) ha R = 0. 所 
以 ,由 (4.21)、《4.22) 和 (4.25) 立即 导出 


推论 4.3， 在 定理 4.6 的 假设 条 件 下 ,如果 再 假 设 B = 4 十 E 
是 正规 阵 , 则 有 


N3 ri < Eley SYR — a) < lEs]. (4.26) 
k=1 k=1 


值得 指出 的 是 ,如 果 利 用 Hoffman-Wielandt 定理 到 4 与 B= 
ALE, 在 推论 1.3 的 条 件 下 ,只 能 得 出 


{> | (8, + iY 1) 一 ox)” < Ellr. (4.27) 
k=1 
由 
iCk + IY.) 一 oy |° 一 (8, 一 a) + ri 
和 
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IEI = JER + 1E, 


可 知 ,从 (4.26) 能 够 导出 (4.27)， 所 以 , 推论 4.3 的 结论 ,要 比 利 用 
Hoffman-Wielandt 定理 得 到 的 结论 更 强 。 
在 定理 4.6 的 条 件 下 , 有 下 述 不 等 式 : 


SD) (By — a) + 2 >) 73 
k=1 二 


# 


< ( 1E]? + of ta — nb) +271 


= 1 k=) 


= 2/E.1% + 2I|E Ile 


— (Esl — J IE, Sr ) 
` k=1 


< X(IE,|š + E,|2) = 21E I. (4.28) 


因此 可 得 | 
推论 4.4. 在 定理 4.6 的 假设 条 件 下 ,有 


(> er 十 iY) — c, | 


< (Ee. —a,) + 3 re <V PIEN. (4.29) 


注 4.7。 现 举 一 例 ,说 上 明 估 计 式 (4.21) 与 (4.22), 以 及 (4.28) 
与 (4.29). 


0 a iY, 1 
4=( ‘\e=(™ 7), Bsaten) 
1 0 —] 17, O Y: 


A 
1 
a 一 l, C2 = —l, b = b: = 0; IE , || = 2° 
| 五, = > tritri, IEI = 1 + +r, 
于 是 得 到 
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ee 


"P ri < lEs = J++ Sri, 


V 2 = | DP — aY = ME elle + j |E vl? — >; rt 
k=1 - k=1 
和 


P+ Sn yp 一 agl? 
k=1 k=1 .. 
< [Rey + 25: Yk 一 人 W 2 El 
k=1 k=1 


= "Ë (1 + >> 73 ). 
这 些 结果 表明 ,上 例 使 (4.222 和 (4.28) 达 到 了 等 式 。 
对 于 Hermite Ë A, MRA B = Á+ E 相似 于 一 个 
Hermite 阵 , 则 可 应 用 下 述 定理 的 估计 ， | 
定理 4.8 (Kahan,[115]), ie Ae 为 Hermite 阵 , 其 特 
征 值 为 m 之 … Se, 又 设 对 于 B= Á+ E, FEIRE 
Q, 使 得 Bo= O(A + E) O` 是 一 Hermite KE, 记 好 的 特征 值 
CBU Bo 的 特征 值 ) 为 bi > --- > 8,. WA 
lbk —e,| SIO |, WME Yk = 1,-- 7。 (4.30) 
证 明 : 
首先 将 2 进行 极 分 解 : O-UH, KHU HAM, H=(0#Q)8 
>0. 显然 有 |H = 0l æ Ath = [9]. id 
B = UBB;U = H(A + E)H", 
则 Ê 仍 为 Hermite 阵 ， 并 且 ACB) = KB) = 1B), 据 定理 
3.6, | 
18 一 ak SB — Alsk = 1,- * * sn, 
所 以 下 面具 需 证 明 
|B — All, < | Q|), Q lE lle. (4.31) 
设 x 是 B 一 4 属于 绝对 值 最 大 的 特征 值 的 单位 特征 向 量 ， 
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BJ 
(8 — A)x = |Ê — Alx, (4.32) 
并 且 lxh 一 1。 于 是 有 | 
Ola Ell, = IHl 07Bo9 — All 
= |IH|,|9 U BU#Q — All 
= |[H|klH- BH — All, 
= |IH|,lH--(8H — HA)|), 
> || BH — Hali; 
> |x"(BH — HA)x| 
= |x"(BH — HB)x + x*H(B — A)x| 
= |x"(BH — HB)xx||B — A |x" Hx | 
u GE (4.323) 
> |B — Allx” Hx 
> |Ê — All,/ |H |l; 
== |ó — Allh 
Ol ` 
由 此 立即 得 到 (4.31)。 口 ~ 、 
习题 
J ig Be CR AERE, Ae 为 Hermite Ë£,1( A) = 


{ox} 与 ACB) = {Bi + :y,) DHE A e, Ses Sa, FG, Z 
… 之 Bn。 Mi 


e(A,B) > 5 |(#, + iri) — al? < IB — Alle, 


2. 设 Ae C JERKE, 1(4) = {1;}, D = diag(6,,: " *, 
Ön)» X 一 (Eistee En) € C” 满足 Ax = Dx =Æ 0, Mik 
itt 6, € D(z) = {2 € C: |= — z+ | <r}, 
试 证 : MA 146 4)， 使 得 2, € D.o). 
3 ACC DERRE, 1A) 一 fas} 满足 lal Se 
lanl, XZ 8 为 西 阵 , AQ) = {4;}。 试 证 ; 
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LA 之 |2; 之 lanl, z = l.-- yn, 


Un Ur 
并 由 此 证 明 : 若 U— (O w J 为 西 阵 ，ke C 满足 
det oa pl 5) = 0, 
则 lal > 1. 
4. 在 定理 4.8 的 条 件 下 , 试 证 


Sw, 一 ok < |/O OTN EN», 
k=] 


$5 一 般 方 阵 的 特征 值 


51 推广 的 Bauer-Fike 定理 


定理 5.1 (Kahan, Parlett, #, [116]), if A= O JO é 
C, JRE AB Jordan 标准 形 。 Mik B=A+E, 则 对 于 任 
一 4 MB), VAALEAA), 使 得 l 

[à — g|” -1 
T+ om a leE lz, (5.1) 
A m FE J 中 属于 1 的 最 大 Jordan 块 的 阶 数 . 

证 明 : ñ 

# s€ 4A4)， 则 (5. 了 ) 显 然 成 立 。 现 设 axala), 这 时 A+ 
E — al 奇异 ,但 J — pl 非 奇 异 . 将 4 的 Jordan 分 解 代 入 , 知 

9 '[(J — uI) + QEQ™]Q 
= Q (J — pl) + (J — I) 'QEQ™]Q 
为 奇异 阵 ， 因 而 + (J 一 au OEO AARRE, 于 是 对 于 
C ”上 任 一 种 相 容 的 范 数 | jH, 有 
IO — aI 'QOEQ |> 1, 
从 而 
KJ — =) ||: < OE O 1. (5.2) 
DLE AUF eR i TP WC — ets? (BB J 一 Al 的 
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- “as 


最 小 奇异 值 ) 的 下 界 ， 
考虑 J — ul 的 任 一 个 太 阶 Jordan th 


Š 1 
ó 


其 中 5 一 1 一 4 LECA), LAB, 令 
1+ |é/? ó 


6 [+ Jolin, 
T, = J r= `. 


| ta any "5 

| Er |61]2 | 

T, 显然 是 正定 阵 。 设 T. 的 特征 值 为 Ti 之 … Z T(>), mij 
JE Gerschgorin Æ, r <1 + ll + 2181 = (1 + il}, i= 
l, +k, 于 是 


Ty TAI -det | 8 |24 


an Ti TT py rr (l+ |8| JRD (3.3) 
注意 到 函数 0 yo (E> 0) 随 自然 数 和 的 增 大 而 减 小 ,所 以 
必 有 一 个 形 如 a 的 数 作为 上 7 一 alls" FR, 


其 中 1 是 4 的 某 一 个 特征 值 ,m 是 J 中 属于 1 的 Jordan 块 的 最 大 


阶 数 。 代 入 (5.2) 式 左 问 , 见得 定理 。 LI 

推论 5.1。 设 deC 是 可 正规 化 阵 , BY A= O 'AQ, A 
为 对 角 阵 . Mik B = Á+ E. W 

s (B) < |OEO™ |, (5.4) 

因为 HoEQ- < lollo lI El, BrelC5.4) te Bauer-Fike 
定理 的 结论 ( 见 (4.13)) 更 强 . 

定理 5.1 已 断言 ， 对 于 任 一 we 4(B), WA 1€2(A), 使 
(5.1) 式 成 立 ， 青 注意 到 当 5 二 0 了 时, 商 数 E"/C1 + ë)” BEE om 
小 而 减 小 ,而 且 也 随 m 增 大 而 减 小 。 因 此 ,如 果 4 的 最 大 Jordan 块 
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的 阶 数 为 */。 则 有 


[s4CB)]' 


Tl + s,(B) = < 1259 | (5.5) 


令 
n= P(E) = aa > 0, (5.6) 
AL PCE) 在 $ 之 0 上 严格 单调 递增 ,因而 对 任 一 7 > 0, PCE) = 
7 存在 唯一 的 非 负 解 ， 记 为 一 9/((%)。 EH a(n) 是 PME) 在 
¿> 0 上 的 反 孙 数 。 所 以 从 (5.5) 立 即 得 出 
s4(B) < q,( [Q E olh). (5.7) 


再 注意 到 a(n) 的 下 述 性 质 : 当 9 < a <1, 从 而 


Sa =G +T <2, 
nT 
BẸ 
i=} 4 1 
q(m) <2 “7 ("< ==): (5.8) 
因此 可 得 


推论 5.2。 在 定理 5.1 的 假设 条 件 下 ,如 果 (22) 是 4 的 最 
大 Jordan 块 的 阶 数 , 则 当 


a l. 
时 ,有 
sB) <2! lon o™ | (5.9) 
<2 F (loo) IB — Al. (5.10) 


52 Henrici 定理 


Henrici [102] 利用 和 矩阵 的 正规 性 偏离 度 , 对 任 一 矩阵 特征 值 
的 扰动 上 乔 给 出 了 估计 。 
ESL iZ Ae", Jv 是 CG"”*” 上 的 任 一 种 范 数 。 令 
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M a= [M :A 的 Schur 上 三 角形 式 中 的 严格 上 三 角 阵 ). 
pij 
A,(A) = inf »(M) (5.11) 


AY i 4 Xt T Ya 2 p 的 正规 性 偏离 度 . 

特别 地 , 4 对 于 范 数 上 J]; 的 正规 性 偏离 度 记 作 AA), AX 
于 范 数 上 的 正规 性 偏离 度 记 作 ALC A). 

推论 5.3。 设 4€E Cr*x*,4(4) = {4;}。 则 


A;(A) = J JA; — Dalal. (5.12) 
证 明 : 
设 了 是 4 的 任 一 Schur 上 三 角形 式 , BH 
UHAU = T= A+ M, 
其 中 心 为 西 阵 ，4 = diag(a,---52,), MAR EZAR, BR 
ArCA) 的 定义 ( 见 (5.11)), 由 


lal = IT = (Al? + Mle = Zlat + + || M || 


立即 得 出 (5.12). 口 
由 《5.12) 可 知 , 4 是 正规 阵 的 必要 与 充分 条 件 是 ACA) = 0. 
再 利用 第 二 章 定理 2.1 ,得 到 
推论 5.4. 4 是 正规 阵 的 必要 与 充分 条 件 是 对 于 任 一 PPE 阵 
范 数 vb, 有 ACA) = 0. 
WEFSAM FS 0, 定义 函数 f: : 
(CE) = Ë HEHHE, (5.13) 
ICE) RRRA sO) 表示 , 即 eE 
g+ g + --- + g” = m @ > 0) (5.14) 
的 唯一 非 负 解 . | 
容易 证 明了 与 8 有 下 列 性 质 CPs 1) 


OLOKO: AS) = x ik 3) PA TELE M DEBE 
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(ii) in 一 ], lim Cn) — 1 (5.15) 


了 -二 0 T 


ves T 
Gi) — <¢@) < n,0 < n < n, on) = 1, 

n Y< 2 

—" Sg) < n”, nZ n, (5.16) 


Civ) 7". 单调 递 降 , 并且 
g(n) 


5125.1. 1 R= D — M € GC” FEARS b= fee, Heh 
D == diag(6,,°--,6,), M 为 严格 上 三 角 阵 。 如 果 
m = ||M|, = 0, |R <e, (5.17) 
则 


min |6;| 和 —— (5.18) 


其 中 8 是 1) 一 十 … + ¿"(Ë > 0) 的 反 函 数 ， 
证 明 : 
首先 利用 (DM Y = 0 展开 
R- = (D —M) = (1 — DM)-D- 
= [I + DM + :+ (DM YD (5.19) 


l yp, 


“min ls; | 
igian 
则 由 (5.17) 和 (5.19) 得 到 


= < ICD — M Yla < P + mp? + ++) + mp 


= 4(mp), 
77 
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即 = <f(mP), FAG G) 单调 递增 ,所 以 s (Z) < =e, 
RD 


772 


dem 


这 正 是 (5.18) 式 . O 
在 叙述 Henrici 定理 之 前 ,还 需 说 明 SRR 这 个 概 您 . 
定义 5.2， 设 > 与 是 Cs" 上 的 任意 两 种 范 数 。 如 采 
(A) > > (A). VA € C™*", 
则 称 "是 的 强 范 数 . 
定理 5.2 (Henrici RE), ik A, Bear", AXELE 
规 阵 , 且 BAA, WR > 是 谱 范 数 Il l, 的 任 一 种 强 范 数 , 则 


£ A < K, p — A m — AC) _ >. 
(B) on) (B ), 7 人 (5.20) 


证 明 : 
Jë Schur 定理 ， 
A= UTU”, T = A+ M, 

其 中 已 为 西 阵 ，4 一 diag(a,,-+-,4n). {ast = 204), M 为 严格 
上 三 角 阵 。 令 | 
UABU = B,, UE(B — A)U = E,, 

则 有 
B, = À + M +E, (5.21) 

任 取 we ACB), WR z€ ACAD). W (5.20) DAR. 以 下 
ABR w&ICA), 

由 (5.21) 知 ， 

E, = B, —A— M = (B, — ul) + (ul — A — M), 
其 中 px€E4(B,),pl 一 A 一 M AAR. Ree B, Rew 
特征 向 量 , B Bix = ux, W 

Eix = (nl — A— M )x, x = (pl — A — M) 'E,x, 
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利用 谱 范 数 ,得 到 
1 < |C —A—M JTE l < Cul —A— Mhl E, fz- 
Cal — A — M) a < El;= IIB — All. 
于 是 根据 引 理 ?5.1, 有 
u IM lz 
aian TE S (ME 
|| B ~~ All 
设 > 是 谱 范 数 的 强 范 数 ， 则 根据 函数 g 的 单调 递增 性 和 不 等 
式 (5.22), 得 到 


(5.22) 


IM | 7), 
Så < 
(B) (ue SHa TA 
W IM] 
v(B — A) 


— _ (M) n 
令 m sB Ay 显然 <m xm. PIU TKT 0 的 


单调 递增 性 及 2 的 连续 性 ,从 (5.23) 立 即 导 出 (5.20). O 
TES.1. 当 4 为 正规 阵 时 , sC A) 一 0。 因 此 可 以 利用 (5.15)， 
从 (5.20 ) 得 到 
s (B) < x(B — A), 
其 中 ”是 谱 范 数 的 任 一 种 强 范 数 。 所 以 ，Bauer-Fike 定理 的 推论 
4.2, 也 可 以 看 作 Henrici 定理 的 一 个 特例 . 
注意 到 函数 ga) 的 性 质 (ii)( 见 (5.167)), 当 了 之 时 ， 


(2 /s(n) <1, 
Rp 


4 
<a” ” (a > n); 
Ka) 


因此 , 由 定理 5.2 可 得 
推论 5.5， 在 定理 5.2 的 假设 笑 件 下 , HB 
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v(B— 4) < £4) (5.24) 


7 


则 有 
sa(B) <n®(A,(A))* [(B— A). — (525) 


53 正规 性 偏离 度 的 估计 
定理 5.337) j A eC, WO 


AA) < (Ee) jara — AAn|Ë. (5.26) 


证 明 : 
这 了 一 4 十 M 是 4 的 Schur 上 三 角形 式 , 即 UFAU =T, 
AH U EARE, 4 是 对 角 阵 ，M = (aú) 是 严格 上 三 角 阵 ， 令 
r = TËT — TT” = (Y;;). 
1) 首先 利用 归纳 法 证 明 
|M |Ë < Ya + 276 + -ee (n — 17, (5.27) 
其 中 


7 一 人 pb 一》， | pk = 1 (5.28) 
k< í k> i 


FDM Hn =2N.8 |M ||: = 7;;， 即 (5.27) 式 成 立 ， gn 
假定 不 等 式 (5.27) 对 于 x* 阶 矩阵 已 成 立 , Hen + 1 Bt ee RERS 
形 如 下 . | 
把 这 个 # 十 1 阶 的 Schur 上 三 角形 式 记 作 个 一 Á + M, 其 


中 | 
ñ Hint 
M=(M  : 
Ha nti f9 
O --- O 0 
MRG Ë = (Pa) e Co+bxo+b， 计 算 可 知 


Tii = Y; — | inyi l?s 1 = l,- ` n, (5.29) 


于 是 有 
aa = |M |: + la | + lenan |? 
S Ya + 2% ++ + (n — Dry + Painan 
( 据 妇 纳 法 假设 ) 
= Fat |n? + 2733 + 2) eset? eee 
+ (n —1)F an + (n — 1) gnnl? + Pots ones 
(Bs (5.29)) 
< Fa + 27, eee + (n 一 1 工 ) 子 。 + nT? asin 
(了 on = [parti] + |a, a+ |? + í + |nan). 
2) 从 (5.27) 式 两 端 分 别 减 去 恒等式 
Ü = Ya tn + ` `` + Van 


n — i 


2 倍 , 得 到 


的 


1 一 和 


[ME <U ty + SS Ya + + SF v, 


利用 Cauchy 不 等 式 , 有 
IM < S) + (Se) + 


n — 1 I 2 2 
+|- 2 | Oi +: + Yaa), 


其 中 
1 — n 2 3 — ny? n— 1 人 一 入 
wui is 
Th tee + Yas S |T| = lJUFCAFA — AA*)U 2 
一 |424 — AAI; 

因此 估计 式 (5.26) BRI. O 

注 5.2. 如 条 在 推论 5.5 中 取 范 数 »z 为 ls, 并 把 估计 式 (5.26) 
用 到 (5.24) 与 (5.25) 之 中 ， 便 可 得 到 sa《(B8B》 的 一 个 可 以 计算 的 上 
界 , 这 是 比 Bauer-Fike 定理 以 及 推广 的 Bauer-Fike 定理 (定理 5.1 
及 推论 5.2) 优 越 之 处 ;因为 一 般 说 来 ,算出 ollo: 的 比较 精 
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确 的 上 男 是 困难 的 . 
定理 5.4. ë Ae cx Jj 


AK4) > (lal / alt= Eaa" — arala ) - 
(5.30) 
TERA: 
首先 指出 一 个 恒等式 , 即 x 
| 4A" -- ARA||* = 244" — lAl). (5.31) 


无 妨 设 4 已 是 Schur 上 三 角形 式 ， R|! 4 = CHF 4 i>] 
BF, e; = 0。 4 的 严格 上 三 角 阵 记 作 M ,中 
A= diag(au。 ,Cnn) 十 M. 
令 
H = AA" = (5; ), G = A? 一 (g;), 


是 (以 下 Dead, DER > , UD) RAR 
`. j» 等 
=> s) | 
jaar — 14 = (lle — GIR = 3 ll — 5 lew 


< X11412 +2 > lal? D lal. (5.32) 
£ í <i f 


其 中 
>> |; |2 = > > le) = >; CAN + > |; |° 
i £ iS] é <j 
+ 2 > | ææ; |2; 
sick 
>) w= D| E sana | 
< SZ lmn’ +? D 1easaeaeal) 


<j “ij 


.)61 。 


< X less; Í| + 之 lorail 


<Ci iZi] 


+ > | oj G |3 


¿<j=<Kk<1 


Dy Veil? = Dy hel" 5 
代 人 (5.32), 得 到 
AAP — ||; < > lalt t2 >) lejart 


iZi í: <K 
+ 2 > |; G; | |2 + 2 > | oxo |? 
ICIS i<j&k<I 
+2 >, lepal’. 


i < =s K< 
再 注意 到 (适当 调整 指标 符号 ) 
> |æ? = = > | æa; |? + |;;Gs1 |2, 


i<i<k ` i<i =k<i<! 
>° (aitik? = 2; |; @;; |? + >> CACTI RE 
i<Lj&k i<k<j=l 
D leab = 2 legl’, 
¿<i<k<1 . i<k<i<1 
>° |a; e 112 = > CICAK 十 >> learne |?» 
i <i<k<1 ick i ¿<k<I<i 


所 以 
lAAF|# — l| l|; < 2 lal’ 


i<i 
Dit 之 + 21 | | 
+ 和 和 gu levewl + 21, 23. 
+ + 5 + D joel 
i<Kk<1=1 i<k=<; <1 i RGSS 
< > le] + 2 Dalent? dy lop, |? + 2 > (ajo |2. 
í <j í <j i<j 
k 


<i (5.33) 
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男 一 方面 ， 
2|M la = 2) leal (33 lawl? + 3) owl?) 


= 102 jail?) + 2 2: |æ; |? ° Ds lanl? 
= 2>) |w; |* + 4 2 | aja)? + 2 2a eal” 之 |o, 17, 


í <j 
kel 


(5.34) 
由 (5.33) 和 (5.34) 得 知 
2jM lali — aael — 14711?) 
> Bloil' + 2 $) leul? = e e) = IM. 
a 
K (5.31) 代入 上 式 , 并 令 [Milis š, lali = a 和 MAAF — 
E? — ?ok + £ < 0. (5.35) 


Fil FS TS A (5.31), R| AICG.35) Emi — JN Al AIA 
2(2\|Allz — 44€ — APA?) > Alel > 0, 


HUDE P — 2a + & — n 有 二 实 根 ot Je- 从 而 使 
2 
(5.35) 成 立 的 范围 是 


a— | e — Beecat Jet. 


由 此 立即 导出 《5.30)。 0 


应 用 定理 5.4 和 推论 5.3， BEAD Fs SUE — ARERO EE ME ERY 
eral Bp 
Hie 5.6. i Aec, aA(4A) {= {a}. Wi 


S jap < dat FA anali (536) 


{=i 


* 163» 


推论 5.6 改善 了 熟知 的 结果 Dul < Al E 5.4 的 上 
述 证 明 是 作者 [12] 给 出 的 . 


5.4 Henrici 定理 ( 续 ) 


ETERRAK Bhatia 等 人 进一步 发 展 了 Ostrowski 和 Hen- 
rici 的 结果 ,得 到 了 矩阵 特征 值 扰动 的 可 以 计算 的 一 些 上 界 . 
Elsner [86] 指出 ， Bhatia 等 人 的 结果 ， 可 以 从 Henrici 定理 导 
出 ,下 面 就 来 讨论 这 个 问题 . 

Henrici 定理 (定理 5.2) 给 出 了 任 一 7 阶 和 矩阵 B 对 于 4 的 谱 改 
变量 的 上 界 , 即 


s4(B) < A,CA) 


ACA 

(es) 
A = A,( A). r=v(B— A), 

其 中 zy 是 矩阵 谱 范 数 的 任 一 种 强 范 数 , A,(4) 是 4 对 于 范 数 > 的 
正规 性 偏离 度 ，g(%) 是 gtg +t- +g = nga > 0) 的 唯一 
ER. | 

以 下 假定 Ar > 0, MAJEE, FE B = A. 

& 1,04) 表示 和 矩阵 4 的 最 大 实 特征 值 。 记 
0 A 


= sil Ayr), 
(5.37) 


L(A,r) -| ) R°**, A,r > 0, (5.38) 


O A 
rr r 


首先 证 明 一 条 引 理 . 
引 理 5.2. (5.37) 式 所 示 的 


s (A.r) = A 
1 
有 下 列 性 质 : 
G) sa( 信 ,r+) 可 以 表示 为 
s (A.r) = ¿(L(A,r)), (5.39) 
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其 中 L(A,r) 如 (5.38) 式 所 示 ; 
(ii) s ÇA,.r) 对 和 和 > 单调 递增 ; 


Gi) saCA, r)1rs 对 A 和 + 单调 递增 . 
证 明 : 

G) 因为 L(A.r) 的 特征 多 项 式 为 
PCA) = det(il — L(A r)) 


&¿=x. 2 
A r “ 
则 L(A,r) 的 特征 方程 为 
1 一 工 2 一 一 一 一 0,1 和 一 A， (540) 
a a a | _ - 


显然 (5.40) 的 根 均 不 为 零 , 因 此 如 果 记 2° 一 过， 则 & 应 满足 

1 

g" 
RESH, g 应 满足 

g+ get- +g =a, a>); (5.41) 


I— tet +e")|=0, 
a 


* AD = 2" + a" +... bay, 令 
0 1 
L(f) = .. * 
0 1 
一 Ca” G, 一作 


LC) 叫做 多 项 式 f 的 友 阵 、L(f) 的 特征 多 项 式 即 KA). 


e165- 


并 且 L(A,r) 的 最 大 实 特 征 值 ,就 是 方程 (5.41) 的 最 大 根 ( 唯 一 
TER) 的 倒数 的 A 倍 。 因 为 方程 (5.41) 的 这 个 唯一 正 根 ( 妈 最 大 
根 ) 记 作 gle), Fr 


k (L(A,)= -A — -人 ,A,r) 
OE 
Gi) 根据 g(%) 与 G 二 的 单调 递增 性 可 知 ， „WR As A, 


A 


rT 


A 
(4) r < (4) er = 5,(A',7)3 


f 


s (A.r)= ` 


如 果 + < ', W 


As) 一 -全 < -人 = ,(A,r) 
(S$) (会 ) 


Gü) 根据 o 的 单调 递增 性 与 9”/s《7) 的 单调 递 降 性 可 
知 ,如 果 A < A', Ml 
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s (A. 
-sim p 


yn 


定理 5.5 (Bhatia,Friedland, ([59]), i A, Becr” m 


(B) <n"(2m)"* B — All, (5.42) 
其 中 
mı == max{ |A |lz2> IB ilz}. (5.43) 
证 明 : 
首先 指出 两 点 : 
Gi) s4(B) < max [43 — wil <eCA) + p(B) 
PATTE 


< ||All2 + Bl], < 2m5 
Gi) ARI Schur 分 解 UHAU = A+ M FWA 
ALA) < IM ||, < lAl + |All, < 2m. 
以 下 分 两 种 情形 证 明定 理 之 结论 : 


D 3 |B — Alb > “22 时 ,有 
(2) <n*||B — Al, 
从 而 


A 
n” 


s (B) < 2m, < Qm)” - n" |JB — Alls 


2) 4 IB — Al < it ie A = AXA) Ñ r = |JB— Alb, 


有 
1 
s (B) < *,Ç( A.,r) < saamast) +” 


r” 


CHE s(A,r) 对 入 的 单调 性 ) 


Sn mie) 
on 


r (i areal r 的 单调 性 ) 
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fO 2m 
07`, 
1. i nes, 1 
— n”(2m;) "Au 0 2m; . r" 
2... 2m 2m 


n 71 # 


0 1 
L yj 1 `. hg . 
= n”(2m,) id r" Ny r 


| 0 
\\4...4 
An n 


1 i 1 
= n"(2m) ” |B — Alle, 


ajem 


上 面 最 后 一 个 等 式 是 根据 工 ( 1, 二 ) 的 特征 方程 


有 唯一 的 非 负 根 1 一 1. D) 
定理 5.6 (Bhatia, Mukherjea, [60], Elsner, [86]), I A, 
Be Ces, WJ 


i 1 _i 1 
s (B)< a (1 + =) — |" ms ”||B — All’, 


vm 


(5.44) 
其 中 
f mr 一 max{ |Air, [|B lle}. (5.45) 
证 明 : 
首先 指出 两 点 : 
CD) 如果 把 4 与 的 和 古人 分 中 列 为 
al < lu, <... < allal > |l See 1), 


利用 > |, < mt 和 > lel? < mk, 通过 归纳 法 可 证 


fE] 


[a= ul < (1+ z) mes 


a 168 eo. 


因而 x 
s (B) < (1 + 7) Mes 
Gi) 显然 有 


A;(4) < mr, 
以 下 分 两 种 情形 证 明定 理 之 结论 : 


IB Alle (+ =) mr 时 (其 中 待定 ), 有 


sB) < (1 + F)" < rm}a]B — A|; (5.46) 
‘fi 


2) BIB Ale < a(i + =) mp She a= AKA) 
和 r= IB 一 Als, 于 是 有 x 


Sa ( Mr ,t ” (1 + =] Mp } 
1 


s (B) < ;,(A,r) < vn 1 
rt (1 十 —=) m" | 
Jn 


(AA? at oa inte 


A _ 1 fi 
Sn L, (1 + =) ) 
I— 1 1 ( 
ape. WAL 


(5.47) 


HREM 使 得 


gatet- n- + g" = (5.48) 


r" 
1 n 
1 + —— 
u +=) 
的 非 负 根 8 满足 5 一 “一 一。 代入 (5.48) 可 算出 
l + 


DG 


E Z) +) 1 


即 
+ 1 Y j 
x To 有 (+ Je) ' |”. 
将 上 式 所 示 的 z 分 别 代 人 (5.46) 和 (5.47), 便 得 出 (5.44)。 O 
注 5.3。 容 易 验 证 


7 地 | 1 + _1 > k 1-4 
Gt ia) 
所 以 从 (5.43) 可 以 推导 出 Bhatia 和 Mukherjea 原来 的 估计 式 
| n 4 nm. i ty až 
(B)<| BR (,) olB— AJ. (5.49) 
注 5.4。 应 用 定理 1.2， 从 定理 5.5 和 定理 5.6 得 到 估计 式 
5(4;B) < (2n — 1)n"(2m) " |B — Al” (5.50) 


和 
(A.B) < (Qn 一 Ln? (1 + a=) — 1|” mn 7B — All®, 
(5.51) 


其 中 m, 与 mp 分 别 如 (5.437) 与 45.457) 所 示 。 
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55 ”举例 

FRAT AT. SIR Henrici (1962) B916 [102]. 51 
它们 ， 在 于 说 明 如 何 应 用 Ostrowski, Henrici 和 Bhatia 等 人 的 结 
果 (定理 1.1， 定 理 5.2， 定 理 5.5 和 定理 5.6) KER MDE 
s (B) HER. 


1 1 1 1 

P51. 4 一 (, 1 一 oo)? B= (io 1 一 lot) 
计算 可 知 : 

1(A) = {1,0.9999}, 

ACB) = {0.99995 +0.0999998;), 

s4CB) = 0.099999812, | 

m, = l, m a 1.6207621, mp = 1.7320219, ` 

|B — All, = 0.005, |B — All; = |B — All, = 107, 


== =a = AKA n Ar(A) 
ALA) = AA) = lan = B— 4 TB — Al 


g + g = x ASSET s(a) = 9.5124922, 
定理 5.1 (Ostrowski); | 
s (B) < 4 X 0.005% = 0.2828427; 


定理 5.2 (Henrici): 


= 10:, 


n 7 
sa(B) < —  : |B — All, = — - [|B — All 
4 g(m) a(n) j 
10? _ 
_ X 1077 = 0.1051249; 
9.5124922 


定理 5.5 (Bhatia-Friedland): 
s (B) < 2% >x (2 x 1.6207621)* x (1077)? = 0.2546183; 
定理 5.6 (Bhatia-Mukherjea-Elsner ): 


' | 2 i ; 
s (B) < 2+ X ig 十 方 ) 一 7 x 1.7320219% 
` 2 


x (1023 = 0.1645328, 
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例 52 4 二 (。 °), p = ( + 374107 10™ ). 


l 0 1—2- 102 
显然 有 | 
ACA) = {1,1}, 2(B) = {1.00707106,0.992929} 
a | 
s (B) = 0.00707106, 
计算 可 知 


m, = 1.00707106, m; 一 1.0070711, imp = 1.4142489, 
|B — Al], = HB — All; = 0.00707106, 


n; ALA) L 9.0141421, nr= _ AKA) 一 0.0100001， 
IB— Alh ]|B—AI O O> ` 


g+ gm 的 非 负 解 gC) = 0.0139475, 

g + g = nF 的 非 负 解 g(m+) = 0.00990204, 

定理 5.1 (Ostrowski): 

s (B) <4 x 1.00707106? x 0.007071062 = 0.1193398; 
定理 5.2 (Henrici): 


(BB) MB — All, = COIA X 0.00707106 
Ka) 0.0139475 
= 0.0071697; 
CB) <E |B — A| = 20100001 xx 0 0099999 
g(mr) | 0.00990204 
= 0.0100989; — — ` 4 


定理 5.5 (Bhatia-Friedland): 

s (B) < 2% x (2 x 1. 0070711)? x (0. 00707106) 
ee 0.168772; 

定理 5.6 (Bhatia-Mukherjea-Elsner): 


. ; 
s CB) < 2: x | (1 + 4.) 一 1] x 141424898 
/ 2 


x 0.0099999% = 0.1956651, 
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习题 


1. 对 于 实 变数 5 之 0, 定义 函数 了 如 (5.13) 式 所 示 。 8 表 
示 了 的 肥 函 数 , 如 (5.14) 式 所 示 。 证 明 j 5 z A 5 5 中 所 述 的 性 质 
(一 (iv)。 

2. 设 4 8 Ces 为 非 正 规 阵 ，x6EGC，| zx: 一 1,26C， 适 合 
Ax = ix, & 
AXA) 
[Ax — xih" 
试 证 : 存在 eal), 使 得 


la: =a] < [Ax — axlh, 


. g(n) | 
其 中 zG@) RAR g 十 外 十 … + g" = aQ > 0) 的 唯一 非 负 解 ， 
3. 设 A € C=’, 1( A) = TAA 试 证 : FA 的 值 域 F(A) 
中 的 任 一 点 上 必 有 aCA) DE (4, 4) 中 的 点 n> 使 


得 
lE =al <] =E A(A). 


其 中 A;,( AD 表示 了 对 于 范 数 儿 (lp 的 正规 性 假 离 度 . 
4. 设 Aer, 2(AD = í2,), cCA = {0;}。 则 存在 (2, 
与 {0;} 的 适当 排列 ,使 得 |o; — lalt < ACA). 


y 一 


$6 条 f 数 


6.1 ”特征 值 问题 病 坊 程度 的 数据 标准 


如 果 特 征 值 问题 的 计算 结果 对 于 初始 数据 的 一 个 微小 扰动 是 
很 敏感 的 , 则 称 该 问题 是 病态 的 ;和 否则 称 为 良 态 的 。 本 节 讨 论 这 种 
病态 程度 的 数据 标准 , 即 特征 值 问题 的 条 件 允 。 

定理 3.6 和 定理 4.7 说 明 ，Hermite 阵 的 特征 值 是 良 态 的 ; 推 
论 4.2 说 明 , 正规 阵 的 特征 值 也 是 良 态 的 。 但 是 定理 4.5 表明 , 即 


a [73 = 


使 是 可 对 角 化 阵 4 = OAD (其 中 A = diag( ，…，?2)7。， 如 
R 128， 很 大 , 则 4 的 微小 扰动 , 可 能 导致 它 的 特征 值 的 很 
大 改变 。 于 是 引进 了 4 的 谱 条 件数 的 概念 . 
Ek Acc, ËJ Jordan 标准 形 为 J。 令 
@,=1096C; O'AO = J} (6.1) 


(A) = inf NOUO») 一 ink IOo], 


(6.2) 
上 式 中 的 DCA) 和 eC A) 叫做 4 的 谱 条 件数 ， 
容易 看 出 ， (4) (4) 1， 并 且 酉 相似 变换 不 改变 A 
的 谱 条 件数 CA) 和 vz(4). | 
CE 5.2 BUTE 4 € CO, 如 果 4 的 Jordan 分 解 式 为 
4 一 0910-!，J 为 4 的 Jordan 标准 形 , 则 (B) 的 上 界 中 包含 


因子 (loll), 其 中 1 是 了 中 最 大 Jordan 块 的 阶 数 。 E 
此 v(A) 和 vs(4A) 反映 了 4 的 特征 值 问题 的 病态 程度 . 

另 一 方面 ,从 S 2 中 2.2 的 讨论 得 知 ， 如 果 Acc’ 是 一 可 
正规 化 阵 ， 其 特征 值 为 Ua, h 是 它 的 p 重 特征 值 ， 并 且 
B= (BEC, 适合 |Bi|<10<i,i<n), WJ 4 十 8B 
(0 < < 1) 必 有 ?个 特征 值 mE) -ouele WE 


258) — ¿,| < a > iml, P, (6.3) 


1 


1gisP 


上 式 中 的 s, G = 1,2,°°° »P) 如 下 定义 : 


s = SEA _ L; | . 
ep (6.4) 


其 中 x, 与 y; 是 4 对 应 于 4; 的 适当 选取 的 右 特征 向 量 与 左 特征 向 
量 ( 见 (2.6) 一 (2.8)). 


(6.3) 式 表明 ,按照 (6.4) 式 定义 的 一 组 正 数 | 浅 ), 也 反映 了 4 
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的 特征 值 问题 的 病态 程度 ， 所 以 ,一 ,…… ,一 也 叫做 特征 信和 问题 


Ax T ir IREK 

从 (6.4) 可 以 看 出 ， 

s; = cos0( R(x;), R(y;)), 1 = I. 25° .. 5%, 

因此 ,一 > 1, 并 且 丁 相似 变换 不 改变 Ax 一 1x 的 条 件数 二 ， i= 

设 LEAC) 任 取 4 对 应 于 2 的 右 特征 向 量 x 与 左 特征 向 
By", WRS + = yx | || x!!!,!| ylle> Wik FE SLAY s AEE HE 
的 ,也 不 保证 s 0, (Hinde 4 是 4 的 单 特征 值 , 则 如 此 定义 的 s 
必 不 为 零 ,而 且 [ 唯一 确定 ， 这 一 事实 可 氢 述 为 - 

定理 6.1. 设 4e Crx*，1 是 4 的 单 特征 值 , x 与 y* 分 别 是 
4 属于 1 的 右 特 征 向 量 与 左 特征 向 量 , 即 

Ax = )x, yFA = ly", 


令 
4 一 yx _ 
| ihly” 
则 s 0, 并且 |s| 是 唯一 确定 的 . 


证 明 : 

容易 证 明 ，4 属于 单 特征 值 4 的 右 特征 向 量 x 和 左 特征 向 量 
y ， 在 相差 一 个 复数 因子 的 条 件 下 ,都 是 唯一 确定 的 ， 因 此 |:| 唯 
一 确定 . 以 下 证 明 yx = 0. 

不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 |x 一 1。 构造 西 阵 X = (x,X)， 


于 是 有 
1 a! 
H = 
KHAX = (, C) 
令 
yt = (1,aPF (al — C) XY, 
直接 验证 可 知 
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yd = 1y", yx 0. C) 

下 述 定理 将 进一步 阐明 上 面 所 说 的 mi 在 特征 值 问题 沈 动 理 
论 中 的 意义 . | 

定理 6.2。 设 4,B € Crx*,1 是 4 的 单 特 征 值 , x 与 32 分 别 
是 4 属于 4 的 右 特征 向 量 与 左 特征 向 量 。 则 存在 ss > 0 以 及 在 
le] < so 上 的 解析 函数 4(s )， 满足 

2(0) =a, wo) ZWO) BR, 
de ,0 pix 

在 lel <= E, (s) 是 4 十 s8 的 单 特 征 值 ;并 且 ae) 可 以 
表示 为 


Me) = 2 + y Bx + OC\e|?), (6.5) 
| yx 


证 明 : 
首先 把 4 十 s 的 特征 多 项 式 记 作 
g, (z) = det[z1 — (A + eB)]. 
9s(z) 显然 是 es 和 z 的 解析 函数 。 令 
D, = (z€ CG: |z — 1| <r}, 
取 ”足够 小 ， 使 得 4 在 D, 上 只 有 特征 值 1。 @, ËJ 1 Ft lú 23 
ID. 于 是 有 
min |p| (z) | = 7 > 0. 


因为 p.) 对 于 8 连续， 所 以 存在 s> 0， 使 得 对 于 每 一 个 适 
& lel <e We, plz) ED, LRAE—-TPSR FE 
min |p.(z)| > 0. 


a 
r 
l\eiqey 


于 是 由 留 数 理论 可 知 *， pe(z) ED 内 的 零点 We) 可 表示 成 


* 函数 论 中 的 一 条 定理 : 设 儿 是 C 中 的 一 个 也 区 域 ,其 边界 为 OD. MRA 
Kz) 在 2 LRR EA z€ 62 kj, e)a, W 
16, FG) 
2x1 ðm (=) -— < 
其 中 f(z)=adf(z)/az, z19"…oZm 分 别 是 fz) a 在 多 内 的 nn BERS, 
nm BS A, 


dz = nz, + -e + arp, 
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ue) 一 二 fh 22 2 
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其 中 oils) = de.(z)/dz, 
注意 到 <P) 和 2 (TeL) 在 82, bese, 从 而 可 以 利 
pe (z) Qp. (z) 
Fk} SBUYUOE 22 BEA, Ce) 是 lel < s, LMT A 
RH. 所 以 aCe) 可 以 表示 成 
ale) = 200) + 4(0)s + O(|8|?), 2(0) = A, lel Se. 
(6.5) 
i x(s) 5 ye)” 分别 是 4 十 eB 属于 特征 值 1(e) 的 右 
特征 向 量 与 左 特征 向 量 . xCe) 与 ye) 可 以 如 下 确定 : 据 题 设 ， 
rank(al — A) =n — 1, Ab al—A 必 有 一 个 + 一 1 BT EST FE 
TE. 假定 这 个 子 阵 位 于 41 一 4 的 第 2 至 第 x# 行 。 用 1,………， 
En KIN 41 一 A 的 第 一 行 元 素 的 代数 余子 式 ， 则 有 ($1.，………， 
En) => 0 和 GI 一 4)(51,， ,80n)7 一 0， 已 知 1 是 4 的 单 特征 
值 ， 相 应 的 右 特 征 回 量 x 在 容许 相差 一 个 复数 因子 的 条 件 下 是 唯 
一 确定 的 ,所 以 无 妨 假 设 x 一 (51,*…,5s)'。 根据 特征 值 与 行列 
式 对 于 和 矩阵 元 素 的 连续 性 ， 可 取 so 足够 小 ,使 得 当 lel <= 时 ， 
i(g)1 — (C4 + eB) 的 第 2 行 殉 第 7? 行 线性 无 关 ; 分 别 把 4(8)1 一 
(.4 - eB) 的 第 一 行 诸 元 素 的 代数 余子 式 记 为 EE), eE, 
并 令 x(8) = (EE), EE, MERA xe) = 0, HE 
(A + €B)x(e) = Ale) x(e), (6.7) 
Bi x(c) 是 4 十 eB 属于 Ue) 的 右 特征 向 量 。 同 理 可 定 出 
4 十 EB 属于 4c) 的 左 特征 向 量 ye)”: 
y(e)"(A + eB) = 2(e)y(e)22, 
容易 看 出 ,上 面 所 得 到 的 x(s) 与 we), 它们 的 分 量 都 是 8 
的 解析 函数 ,并 且 x(0) = x, y(0) = y. 
在 (6.7) 式 两 端 同时 对 e 在 8 = 0 处 取 微 黄 , 有 
Bx(0) + Ax (0) = 24'(0)x(0) + 2(0)x'(0), 
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(B—2C0)T)x(0) + (A — 2(0)1)x'(0) = 0. 
利用 yC — AOO = 0 及 y(0)"x(0) > 0, 得 到 
yO) (B — 1'(0)1)x(0) = 0 
即 
1(0) _JC0)7Bx(0) _ y" Be 
y(0)"x(0) yx 
代入 46.6) 式 , 便 导出 ACe) 的 表达 式 (6.5)。 口 
(6.5) 式 表明 ; 当 lel <= 时 ,4 十 8 有 一 个 特征 值 (e), 


适合 | 
jace) — al < EEL 4 odel, = 22 a (6.8) 
Is Jælll] yj 
1 10 0 ON . _, 
"6.1 4 一 人 .) B=, ye 6 = 10, 


4 对 应 于 单 特征 值 一 1, FARIS x = (1, 0)? MA 
征 向 量 yi = (1, 一 10'); 4 对 应 于 单 特征 值 4 一 2， 有 右 特 征 
向 量 x; 一 《10',1)” 和 左 特 征 向 量 y = (0,1). Abt 

Iss] = 10, al = 10™, 


记 A+ EB WEEN 4e) Mace). 则 由 (6.8) 可 得 估计 式 


ICey — 4) = ae ~ 107, i= 1,2, 


而 实际 计算 表明 : 
Ce) ~ 1.0101021, (E) == 1.9898979, 
lale) — a! © 0.01, (uC) — 4,| == 0.01, 


6.2 几 种 条 件数 之 间 的 关系 


首先 引证 著名 的 KagropoBFa 不 等 式 ,作为 预备 . 
定理 6.3 (Kaaroposgd 不 等 式 )。 设 AEC 为 正定 阵 ， 
1A) = u a 
M >i, D=m>0,i=1,---on, 
I) 
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x" Axx Ax =< eed (xx), Vxe C, (6.9) 
im 


证 明 : 
显然 只 需 证 明 x 关 0 和 M>z 的 情形 . 

利用 A 的 本 -对 角 分 解 : A= UFAU, U XAH, AS 
diag Chis ,4,)。 代 和 人 (6.9) 式 左 端 ,化 为 证 明 不 等 式 


M+m) 
ChE, En) 2, 1,7. 4Mm ° 
(6.10) 
HE +--+ +£, = 1, HAE >> 0, ¿= 1, ,了 2 
令 
1 P; q; ` 
A; = Mp; + ip — = . 1 = 1, * 
P mad 1; M m z 9% 


由 此 可 知 方 :9 = 0, i= 1,°°- 


. — 2 
= (p, + qy + Piq: CM — m) 
Mm 


可 知 b; + q, < 1, ¿= 1,: „n, 


再 令 
p 一 > Z p, 4 = > Eilis 
可 得 
p+ 9 一 >) ECP +4) < ye 1, 
”于 是 | 


= (PM + qm) (2 + £) 


m 
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= (P + 2° —+- pq: (M — m) 
Mm 


4 pq | 
= (p + q)° | 1 + 
( ) (p+ q)’ 4Mm 


(M = my _ (M + m) 
4Mm 4 Mm 
以 下 讨论 (6.2) 所 定义 的 >( A) 与 ve(4) ERRA FB 
分 ,简单 地 记 之 为 ?> 5 rr) 以 及 (6.4) 所 定义 的 s, tse ZERI 
关系 ,主要 参考 Smith[150]. 
定理 6.4. Æ ACO’ 的 每 个 特征 值 都 是 单 特征 值 ， 则 有 


JU 


1 1 1 . 
air (aero Dien eae (6.11) 
和 
» 一 DL, (6.12) 


im Sf 

证 明 : 

据 题 设 , FFE SE ae He RO, 使 得 Q 408 一 4， Am 
diag(A,-++,4.), 4,44; G = 1). 这 时 ,4 属于 每 个 4 的 右 特征 
向 量 与 左 特征 向 量 在 容许 相差 一 个 数量 因子 的 条 件 下 是 唯一 的 ， 
因此 ,对 于 4;, 可 以 分 别 取 x, = Qe, 与 yr = er O 作为 相应 的 
右 特 征 向 量 与 左 特征 向 量 , 其 中 e, 是 I 的 第 :i 列 向 量 ,i1 二 1,*…， 
n, THA 

oe Jx, _ 1 
laill vill liQeillsller o] 
利用 KoaropoBHd 不 等 式 , 可 得 


= = (eT 0"0e,e7(0"0)~e, 4 
COW} + Jos?) soran]? 
< | Met + (ele; 
| IIS Ceren | 
_ 1 |o + tolz 
2 | Q| Q iz 
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=H Ollo] + iig) 


由 此 立即 导出 不 等 式 (6.11)， 
以 下 证 明 (6.12)。 根 据 题 设 ， 
AX = XA, X = (x x), æl = 1, i= 1,:::.n, 
4 一 diag(1 ,hs), hi 4; G; == J). 
< 


Zi 
Z” = Xt (i), Y" — dag(|mlb,: ++ s lizal) 27, 
z 


则 有 
YHA = AY", Y = (Witt Wad, lye id, 1m1, ssa 
和 
YHXA = AYHX, 

Alita 

YHX we S = diag(s,°°* fe) > 0, 
所 以 

X” = SYE, 
据 题 设 ，A4 属于 每 个 特征 值 的 右 特征 同 量 和 左 特征 向 量 在 容 

许 相 差 一 个 数量 因子 的 条 件 下 唯一 确定 , 因此 , 凡 使 得 0749 一 
A BJ O, 必 形 如 

Q = XR, R= diag(r,,-°°,7n). 


由 此 可 得 
lo = Klat. 
进而 ,由 
| Q` = RXT! = Risya 
可 得 


lok = So 


t=] 
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因此 
2 —1 12 __ Z r, 2 < 1 ~ 1 f 
lorio =— Dl DD ta > (DE). Comey 


¿=1 Sj 


Bor, 一 = 可 使 上 式 为 等 式 。 所 以 (6.12) 式 成 立 . 口 


定理 6.5. 1 — 2 + > + > < >; < Say +9). 


证 明 : 

任 取 (6.1) 式 中 的 一 个 9，08 的 特征 值 记 为 o, > -- > 
o, > 0， 并 令 

Q = diag(w,,-+-,0@,),€ = (1,-°-,1)7. 

则 

lollo = (o, + --- + eg) Coy? + ++ + wn") 

= eTQe . e Oe, (6.13) 

利用 Kantoposuy 不 等 式 , 得 到 


eTCe . e'O'e < Qos + wn)" (ele) 


4 ww, 
- (= . et esy ~ z(e + fe yf. 
2 1,0, 2 Wy (0i 


代入 (6.13) 式 ， 即 得 出 >x; <= (vy + v7), 


> 
c= (coon)? (a, + -- + On) 
和 
r = (ww) (o; + +++ + 0744), 
于 是 有 
ORION? = Coon) 十 + on) Cwn) 
- Coit + +++ +5") © 


(a+ BE) 
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> | ye 十 n On 4 (or)? :|. (6.14) 


再 注意 到 or > (z 一 0, „a fa >v>1 可 知 


at [>rt 


FEA (6.14) BU vp Sn — 2 + > + >, O 
定理 6.6. AUS pi als 则 


之 1 十 一 > (4*4 — AA"|;/| Alp)’. (6.15) 


证 明 : 
分 解 A = QAQ, A = diag(4,, `° ° “sand. 于 是 有 
A" Allp = |]O-"AQ"OAO |, < ORIA" A] 
< ORION AAT. 
将 AA = 141 一 14 代入 上 式 右 端 ,得 到 
Iloilo l; > AAPA! lle, 


从 而 
> > A’ PAPA lle 
再 利用 
[474A — AAF||# = 2] 4” 4k — 2147, 
使 得 出 


> > Ap (14k + — bata 一 Ath ) 
一 [+ 2 人 ] 一 


注 6.1 对 非 奇 异 阵 8 乘 以 适当 的 非 奇 异 阵 ( 一 般 考虑 对 和 角 阵 
RANAR) E loloh 变 小 的 手续 ,通常 叫做 平衡 ,或 叫 


1 10° 
做 预 处 理 。 例 如 对 于 例 6.1 所 示 的 矩阵 4 一 ( > ), 存 在 o= 
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(U) 使 得 


agn (4 0 

29-49 (© °). 
iiaa, lollo = 108. WEH AR A H A DI 
diag(1 ,10-)7， 同 样 有 


(9D)-:4(9D) = e , J 


但 这 时 
lePlhll(9D) l: 一 ie Lo) IG w) 
=~ 10! < 10°, 


MEERE Olloh RTTE, A int 
估算 lobo h 的 比较 靠近 准确 值 的 下界 ， 是 一 个 有 待 进一步 
研究 的 问题 。 读 者 可 参看 文献 [20]、[21],[33]、\[451、[46]、[49]、 
[671.[82].[91J.[1231.[129].[149].[ 150 141 1701. 


习题 
J] A= (a, aG,)€ CO DIER. AE: 如 果 
lařa | > |la,ll,lla,l,(1 — s), 0<8<1 
(此 示 二 向 量 a, 与 a, 之 间 的 夹 角 8 满足 1 一 8 < | cos9 | ==1), Mil 


1 
Allah > 一 一 -. 
l4 lAl Te 


| I B 
Pk am? °), [Bb 二 1。 试 证 
= 1+ IB! 
1 — Bi 
3. 设 A,B EC”, BATERKE, AB) 一 L). & 
D: = {26 C; |a — | < >(B)||4 — Ell}, 


r=1,:-: 7， 


l4 lll4 7 
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其 中 v(B) 如 (6.2) 定 义 。 则 
ACA) < Ú Pi. 


AR LU) = Eh, ei; 1) AROSE JBE 《 见 第 一 章 
$ 2), 其 中 
L = CREER IN IRTEE ela, 
e; 是 1'” 的 第 i 列 向 量 。 试 证 


LCDI: = 1 + 
其 中 p= lllh. 


pe(e 十 V +4), 
2 


$7 特征 空间 的 扰动 界限 
AT Hermite W, 


7.1 Rayleigh FANS 
定义 7.1. 设 AEC 为 Hermite BE, ARJ Rayleigh 商 , 是 
tafe Ce 上 定义 的 一 个 实 值 函 数 
p(x) = o(x3d4) = £ X xe Cr, x > 0. (7.1) 
xH x 
AREH., eC) 又 叫做 x 的 Rayleigh 商 。 
Rayleigh RYH JA: 
1) FK: plax) = p(x), s€ C, a = 0. 
2) AR: 在 4 的 特征 值 为 Ay 之 * * ° = Ans Wy 
dn < plx) < a, Vee C, x= 0. 
3) 极 小 剩余 : 对 于 每 个 x€ Cr, 有 
| Ax 一 p(X)x||, = ink [Ax 一 pxil. 
事实 上 ,由 
Ax — px = Ax — p(x)x + (p(x) — w)x 
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k 
xH( Ax — o(x)x) = 0 

可 知 

IAx— pxl} = lAx— plx)xli + CC) — 2) xi 

= 4x 一 p(x)xll, 

并 且 当 且 仅 当 pg 一 p(x) 时 ,可 以 达到 等 式 ， 

4) 作为 特征 值 的 近似 定理 4.1 AA, WR 4 的 特征 值 为 
Aes ha, FER x€ Cs, lell 一 1， 则 有 

min |2; — elx) | < |] Ax — p(x)xlh. (7.2) 


从 定义 7.1 和 估计 式 (7.2) 可 以 看 出 : 如 果 x 是 Hermite 阵 
4 的 特征 向 量 , 则 pCx) 是 4 的 特征 值 ; MR x 是 4 的 一 个 近似 
特征 向 量 , 则 o(x) 是 4 的 一 个 近似 特征 值 。 下 述 定理 表明 , p(x) 
作为 4 的 近似 特征 值 的 精确 度 , 高 于 x 作为 4 的 近似 特征 问 量 的 
精确 度 . 

定理 7.1. iZ x, Æ n Br Hermite 阵 4 属 于 特征 值 和 4 的 特征 
WB. MR x€ Cs, 适合 

sinô (R(x), R(x,)) = OCe), (7.3) 
则 
p(x) — 2, = O(e’). 

(7.3) 式 中 的 9CR(X), R(X1))， 见 第 二 章 (4.1). 

证 明 : 

首先 指出 ， 如 果 sin9CR(x),R(x1)) 一 0， 则 定理 结论 显然 
成 立 。 因 此 只 需 研究 x 与 x, AEA. 

Ex, LWB lelh 一 lxh 一 1， 因为 这 并 不 影响 sind 
(R(x),R(Xx1)) 与 ex) 之 值 . 

根据 sin6(R(X), R(x)) HEM MAS 

x= x, 6u, acC，|zl = 1, ó > 0, 
则 由 (7.3) 得 到 
BV 1 一 xiuaax, = O(e). 
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再 由 [xiul <1 得 知 6 = 0(s)， 因 而 
x = x + O(E). (7.3) 
设 x, …, Xx。 是 由 4 的 特征 问 量 所 构成 的 标准 正 交 大. < 
X = (X,t, Xp) AI x = X y, 其 中 y = (mgit m). 于 是 


p(x) = xH Ax = y XIAXY = |n| + `> Ln, (ay. 
i=? 


其 中 1 … ?是 4 的 特征 值 . 
由 (73) 3 x = nx, + +++ + nox, 可 推 知 
n = 1+ Ole), m; = Ole), ¿= 2,- ` * , m, 
因此 


px) = Imla + Dl 


= = Silat) a+ D lala 
= 4, + Oe’), O 
注 7.1。 任 意 二 向 量 x 与 x, € Ct (不 限定 lelh = fel =), 
如 果 适 合 关 系 式 〈7.3)， 则 必 适 合 条 件 (73) (利用 sinf R), 
R(x,)) 的 定义 即 可 证 明 ) ,因而 可 以 利用 定理 7.1 的 结论 。 例如 
= ( 1.005 T2222) 
— 0.9950 1.005 
4 对 应 于 特征 值 4 一 2 的 特征 向 量 为 x; = (1, 一 1)”. 今 取 x= 
《1.01, 一 0.99)"。 有 p(x) = 1.9998, 精确 到 四 位 数字 . 在 这 个 
例子 里 ，x 二 x, 十 (0.1,0.01)7, p(x) — 4, = — 0.0002, 
通过 4 的 Rayleigh Bi p(x) 构造 剩余 Ax 一 plx)x, AML 
可 以 用 来 界定 elx) 与 4 的 特征 值 集合 的 距离 (网 (7.2)) ,而 且 可 
以 用 它 界 定 x 与 4 的 特征 向 量 的 距离 。 具 体 说 来 ,下 述 结论 成 立 
《参考 [136]). | 
定理 7.2. iL AEC 为 Hermite ÉE, ye C 是 一 单位 问 
量 . < w= oY) 得 
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r) = Ay — p(y) y= (4 — al) y. (7.4) 
如 果 4 的 特征 值 中 距 z EO EE. a, < 属于 1 的 单位 特征 向 量 为 
x， 并 且 
§ = min |, — u| > 0, 


ive MA) 
则 有 
sinO(R(x),R(y)) < Loh (7.5) 
和 
[2 — < OE, (7.6) 
证 明 . 


以 下 用 9 代表 0(R(x),R(y)) = arccos! xy] , 

因 可 用 一 适当 的 模 为 1 的 复数 乘 以 x。 故 无 妨 假 设 x"y= 
cos0。 然后 取 一 单位 向 量 w, 满足 xHw 一 0 和 yw = sinô, 
于 是 有 

了 一 %coso + up sin 6, (7.7) 
从 而 
r(y) = (4 一 ul )xcos@ + (A 一 ulw sin 0 
= (2 — ux cos + (A 一 ul )w sin o (7.8) 
注意 到 xz(4 一 1)w = 0, 因此 有 
lr) = (Q 一 picos0 + NCA — pl) wii2cind. (7.9) 

取 4 的 特征 向 量 所 组 成 的 标准 正 交 基 x, x, ` ` * Xx, 构造 本 

阵 X 一 (x,x;,.…-,X,)， 有 
A= XAXH, A= diag(a, A23 `... an), 


7 
XHw = (0,025°++500,)7, > loo, |? == 1 
i = 2 


ICA = pl wii = |X(A — wl) X* wl 
= 2 lz, — allo I: > a, 
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代入 47.9), 即 得 (7.5). 
再 由 (7.4)、(7.7) 和 (7.8) 可 知 . 


0 = y"r(y) = (A — u)cos0 + wi A — pl )wsin’d, 
由 此 可 得 出 


H — 
29 = — (A 一 ul )w . 26 = À r R 
cos wi(al — AD)u ™ wP (aI — A)w 
RA (7.92, 
Ur Cy) | 


_ (pAPw (4 — ul)w + ICA — al )wli le — à) 
wi A-— AI Yu I 
(7.10) 
计算 可 知 , 上 式 右 端的 分 子 为 (gp 一 Dwi(A — xz) (A — 11) wo. 
Til] 
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w'(d — DD (A — lID = 2 Q, Om 2) |o; |, 


其 中 


(入 一 AD 和 一 人 一 1 一 pi 一 4 之 57 一 1， 
1 = 2 
(根据 |a — pi < 6 < |, — pol ot = 2,:: ,7n). 代 人 (7.10)， | 
(a — 18$ lau — ¿| lo; |2 
ir (yw) > — 
>] G; — Ale; 
i=? 


la — 1|8 >) a — Al lo; |: 
= ia? 
1 3 


> (h; — a) |o; | 
因此 


e IBJ 


D G, — le; 
2; |à; — Al |; |? 


上 面 所 讨论 的 Rayleigh 商 ， 是 指 在 C 上 所 定义 的 一 个 实 值 
pee. 对 于 Hermite RE 4kCz， 也 可 以 在 Cs (l < 1=< n) 
上 定义 Rayleigh 商 . 

定义 7.2. 设 ACC™ 是 Hermite BH, AE œ” SIX 
n) 上 的 Rayleigh 商 是 指 

6(9,) = OFAQ,, 
其 中 O, € C. 00 = I, 

AAEM. eQ) 又 叫做 0, BJ Rayleigh A. 

利用 定理 3.2， 可 以 立即 得 知 Rayleigh FY p(01) BJA rE, 
PB: 着 4 的 特征 值 为 + 之 4,，、， 则 

tial oO) SAI, VOe C, QEQ, = I, 

Rayleigh 商 的 性 质 3), 可 以 推广 为 下 述 定 理 . 

定理 7.3, 设 Ac C’*" 为 Hermite k, 0O ECY (1 < ]< 
n), QEQ,= I. & H,= QËAQ.. MI 

A O, — O.H.I|; = eA Q, ~~ OM|,. 


ja — a1 < O. 


ir(y) il 
> qi oO 


证 明 : 
记 R= AQ. 一 QH,, Ru = 40, 一 0OM 有 
R. = R + S, S= 0.(H, — M). 
容易 验证 SER = 0, Alk 
RURI = RER 十 Sas > RER, 
从 而 
IRh < IR, VM E€ C”, 
另 一 方面 , 取 M 一 H,， 可 使 上 式 中 的 等 式 成 立 。L[L] 
作为 Rayleigh 商 性 质 4) 的 推广 ，Kahan 延明 了 下 列 两 条 定 
理 ( 定 理 7.4 和 定理 7.5。 参 芳 [136]7. 


» 190 + 


定理 7.4. 设 Ae Cr 为 Hermite E, O,E Cs*% (1 < /< 
n), OFO, = T. < H, = QiAOQ, A R = 4 一 GO ACH,) = 
{zulim WEE Av € ACA), Z = 1,-...1, 使 得 
lay — pe; | < |R], ¢=1,---,, (7.11) 
WEBA: 
首先 取 Qc CP, E 0 = (0,,0.) H-BM. 于 是 
H Q40, Or AO, H, B” 
“48 一 oro, 40) =( H, 


i e 
另 一 方面 ,有 


OR = OF AO, — OF OLN, 
= QF AQ ' O70, — O70, : H, 


-5 ) (0)- (0) =) 7.13) 
根据 定理 3.6, 由 (7.12) 可 知 , 存 在 uE 4(4)， 使 得 
(| /0 BR l 
a= al <|? 5 )| = Bl, i= l,l (7.14) 
再 由 (7.13) 知 
(Bl ke) = !9"R|b = IR. 


代入 (7.14) 即 得 到 不 等 式 (7.11)。 曲 
定理 7.5， 在 定理 7.4 的 假设 条 件 下 ， 存 在 In € (AD. i = 
l,---.1, 使 得 


JS hier — w |? SV 2 IRh. (7.15) 
证 明 : 
利用 Hoffman-Wielandt 定理 ,从 (7.12) 和 (7.13) 可 立即 导出 
不 等 式 (7.15). D 
作为 定理 7.2 的 推广 , 有 下 述 结论 。 
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定理 7.6. i 4e Cr % Hermite E£, O,€ CY (1 < I< 
n), OFO,= 1, & H,= OFAO, 和 R= AQ, — OH, 24(A)= 
{4}, (H, = {m}. WR ARRIE hteo 满足 不 等 式 
(711), ABT 1 的 特征 向 最 所 张 成 的 子 空间 为 RCZ,), 
ZE C; 并 且 如 果 对 于 
Z = í1 gee ,ny\{1’, .. ,71'}, 
有 
ó = min |a; — a| > 0, (7.16) 


i=l, t 


则 


ll sin OCR(Z,) RCO,) < IE le , (7.17) 


其 中 OCR(CZ,),R(O.)) 的 定义 见 第 二 章 (4.3) 一 (4.4)。 
定理 7.6 可 以 从 下 一 段 的 Davis-Kahan sin? 第 二 定理 导出 ， 
证 明 放 在 定理 7.10 ZA. 


7.2 Davis-Kahan sing 定理 


定义 7.3. 设 À € Cox" 为 Hermite BE, C 内 的 子 空间 2 

HM 做 4 的 特征 空间 ,如 果 
AZ CH. (7.18) 

4 的 特征 同 量 的 任 一 集合 ， 显 然 张 成 4 的 一 个 特征 空间 。 J 
之 ,4 的 任 一 特征 空间 A C 必 由 其 特征 向 量 张 成 。 这 是 因为 ,首先 
可 从 .用 中选 出 一 组 标准 正 交 基 x, ++, x, 记 XI 一 (xc 
XxX/)。 所 (7.18), 应 有 AX, 一 Xid， 其 中 4dEC % Hermite 阵 ， 
可 分 解 为 A, = UA UP, A, = diag (4,,---, 4), UEC MB 

ACX,U,) = (X,U,) A, 
这 表明 X,U， 的 列 同 量 是 4 的 特征 向 量 , 并 且 有 
Be = R(X.) = R(X,U.). 
因此 ，Hermite 阵 的 特征 空间 可 以 等 价 地 定义 如 下 。 
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定义 7.4. 设 4e Cr 为 Hermite 阵 。 如 果 AH = R(X). 
其 中 Xie CH! (1 < I< n), 并 且 存 在 Aç C, EE | 
AX, = X,A,, (7.19) 

MERZ 为 4 的 一 个 1 维特 征 空间 . 

Davis-Kahan sing 定理 是 关于 Hermite 阵 特征 空间 扰动 的 著 
名 结果 。 它 假定 两 个 Hermite 阵 4 与 4 十 对 应 的 特征 空间 已 经 
存在 ,并 对 4 与 4 十 E 的 特征 值 的 分 布 限定 一 些 条 件 ,然后 在 这 些 
条 件 之 下 , 求 出 两 个 对 应 特征 空间 距离 的 上 界 . 

在 引证 Davis-Kahan sind 定理 之 前 ,还 须 再 对 矩阵 的 西 不 变 
范 数 作 些 补充 . 

定义 7.5. 设 | | 是 CX 上 的 西 不 变 范 数 ，8 是 R: 上 与 
| FERRY SG Fk, REBAR SRE miním, RS. 
所 谓 范 数 上 ‖ Æ C 上 的 延 拓 ( 仍 记 为 | ID. BRM FEL 
的 非 负 实 值 函 数 : 对 任 一 4e C"**， 如 果 它 的 奇异 值 分 解 是 
CO; 


`, oj] vx, 
Om 


gı 
4 u( cota) 或 4 u ( 
BRHUBV WBF, ootte 20, WEN 
||| = (o,,-++,07,0,°°°,0), P = min{m,k}, 

显然 , 西 不 变 范 数 的 延 拓 仍 是 本 不 变 汇 数 . 

利用 范 数 的 延 拓 ,可 得 下 述 引 理 . 

引 理 7.1, iz X,, LECA qq I < p — 1), 并 且 XtX,= 
ZER 一 J， 又 设 X = (,,X,)€ C?x” 是 西 阵 . & B= R(X.) 
MH = RR) WF C 上 的 任 一 酉 不 变 范 数 由 |, 有 

| sino l s E) = FX.. (7.20) 
上 式 右 端的 | |, 是 CY 上 的 范 数 | | eo” 上 的 延 
fi. 

证 明 : | 

因为 入 是 西 阵 ， 所 以 根据 OF) MEM UATE 
(4.3)—(4.4)), 
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sin’O(. 2, A ) = | — XYK, RPX, = XX ,XEX,. 
设 8%2X， 的 奇异 值 分 解 为 XX, = UXVE, E rhuU 55 V Ank, 
# E. 


之 I 
( ') X, = diag(o,,+++50), 21 < n 
y = 0 n — 21, 


(21,0) n —1,X;, = diag(a,,---,0,-)), 21 > n, 


(7.21) 
于 是 有 
VEVE, 21 委 n 
sin@(2 OB) = | (> 0 y pa Wn. (7.22) 


据 定义 7.5, 从 (7.21) 和 《7.22) 立即 得 到 (7.20)。 O 
引 理 7.2。 设 有 矩阵 方程 
BX — XA = C, Xe Cn. 
其 中 Aec, Be cm", Cec", nB Fir a > 0 i e>), 


ld <=, 87h < ——> 


则 对 于 C"** 上 的 任 一 种 西 不 变 , 范 数 上 | |, 有 
IXI < Mel. 


证 明 : 
根据 第 二 章 定理 3.4 和 题 设 条 件 ,有 
-1 [BXIII 
Ixi < 1B-b1BXl < EZL, 
Am 
IBX |] = (= + 6) XI 
男 一 方面 ,有 
IXA < llAll;||X || < =l|X |l, 
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因此 
cl > BX] — ||AX]] > sx]. O 
定理 7.7 (sind BER), J AAS A+ EE C™ 
Bg Hermite 阵 , 并 假定 X = (X, X) 与 XÉ = (%,, X,) Hn 
阶 西 阵 , X, 与 X, € CU < 1 << s — 1), 使 得 
XHAX = (~ )， HAY 一 (“ i, ), (7.23) 
其 中 4, 4,€C™', & BA = R(X), HK = RX) 和 


R= AX,— XA (7.24) 
以 及 
A= [a,fJCR,A’ = R\(e — 6,8 4+6),8 >0, (7.25) 
如 果 
AC A DCA, AATA (7.26) 
(或 者 ¿CA OCA 1(ñ,DCA), WEAF C 上 的 任 一 本 不 变 
范 数 || ||, 有 
| in oC, A)| < IEL, (7.27) 
Est vie Be Pa e C 上 的 范 数 | Æ C 上 的 延 
Ha. | 
证 明 : 
因为 同时 用 A 一 人 十 154-42! reas ,并 


影响 R 和 定理 的 条 件 ,所 以 无 站 假设 0 <a 一 一 6. 
利用 分 解 式 (7.23), 有 l 
R = XA X X, + X,AnX EX, — XiAus 


FA rh 
XER = A,(XEX,) — (XIX Au. (7.28) 
& Z= XX e Ce", CREWE 
AnZ — ZA, = XER, (7.29) 
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其 中 123 > la < ec〈 据 (7.26))。 因 此 根据 引 理 


72, WAR (ERY (RER) < RER, # 


lX2ZR| < IRI} 
lZ | < P < >` (7.30) 
再 根据 引 理 7.1, 
| sin @( 2, )|| = Z! 


RA (7:30) 即 得 到 估计 式 (727). 口 。 

定理 7.8 (sind 第 一 定理 的 推广 )?. 在 定理 7.7 的 假设 

条 件 中 ,如 果 不 再 假定 X 一 (Xi,Xs) 是 酉 阵 ,而 是 仅仅 假定 X 为 

非 奇 异 阵 和 XIX > e1， 则 对 于 CY 上 的 任 一 西 不 变 范 数 
| 1， 有 估计 式 

line(@ ,BN EL, 


(7.31) 


证 明 : 

首先 按照 定理 7.7 的 证 明 ,在 《7.24) 式 两 端 同时 左 乘 以 知 ， 
得 到 (7.28) 以 及 Z= 驹 X， 的 范 数 估计 式 (7.30). 

然后 , 令 Xi 一 XXX 根据 引 理 7.1 以 及 西 不 变 范 数 
与 谱 范 数 的 相 容 性 ,得 册 

| sin OCB, EXN = ISEx,Gx Ex š] 
< Ix) HR < EL, 

再 将 (7.30) 代 和 人 上 式 的 右 端 , 即 得 到 佑 计 式 (7.31). D 

定理 7.9( sin9 第 二 定理 )?9， 在 定理 7.7 的 假设 条 件 中 ， 


如 果 把 条 件 (7.26) 改 为 | 
8 = min{ |a; — Z;|:2; € (Au), iE ACAn)} > 0, (7.32) 


则 
ECEE ip < Hle, (7.33) 
EBR: 
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首先 将 An 与 An DRR: 
Ay = URA,U,, Ap = UZA,U,, 
其 中 U, 与 D, ORB, A = diag( 1,141), A, = diag (Qin 
4,)。 代 入 方程 (7.29), 并 令 
U, ZU? = Y, UXHRUF =C, 
则 方程 (7.29) 变 为 
ALY — YA, 一 C，YECc-DYi (7.34) 
如 间 第 一 章 $5 中 5.2 所 做 的 那样 ,将 Y 与 C 的 元 素 分 别 排列 
成 i(zn — I) 维 列 向 量 y Se, 则 方程 (7.34) 可 改写 为 〈《 见 第 一 章 
(5.3) 式 ) 
(IP QA, _. AQI” )Y = c. 
取 范 数 | ,并 利用 (7.32), 从 上 式 得 到 
Slyl < ICIP @A, — 48I ylh = le. 《7.35) 
FERRE] ` 
iyl = [Y |; = IZ le = | sin @(.% ,HN lle 
和 
leill = | Clls < |[Rllz, 
代 人 (7.35 sk aS SUH C7.33), D| 
仿 定 理 7.8 的 证 明 , 可 证 
定理 7.10 (sinf BOERNE), 在 定理 7.9 的 假设 
条 件 中 ,如 果 不 再 假定 X = (XX) 是 丁 阵 ,而 是 仅仅 假定 和 是 
非 奇 异 阵 ,和 XFX > el, WA | 
| ina", O) Fle, (7.36) 
定理 7.6 的 证 明 (应 用 定理 7.9): 
首先 分 别 取 定理 7.6 中 Zi 与 0 的 正 交 补 Z3 与 90， 使 得 
Z = (21522) 5 0 = CO,,Q2) Ay 7 Pt ES PE, 据 定 理 假 设 ， 存在 
A, 5 4;, WE 
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a= of Jon 
Rp 
040 = ns ‘). 


然后 分 别 把 这 里 的 么 与 4 当 作 定理 7.9 中 的 4 与 4， 再 分 别 把 这 
里 的 0&40， 与 4; 分 别 当 作 定 理 7.9 中 的 A, 与 Ay, 同时 , 这 里 
的 Q, 5 Z, 分 别 是 定理 7.9 中 的 X, SX. FR, ETON 
条 件 全 部 满足 ， 因 此 可 以 利用 估计 式 〈7.33)， 立即 得 出 不 等 式 
(7.17). U] 


73 与 近似 特征 空间 有 关 的 其 它 估计 


定义 7.4 和 定理 7.4 一 定理 7.6 表 明 : 如 果 R(X) 是 He- 
rmite [£ 4 的 一 个 特征 空间 ， 并 且 XFX, = 1, W Rayleigh W 
4 一 Xi4dX WE ADEA); MR ROO) 是 4 的 一 个 近似 
特征 空间 ,并 且 OO, = 1, W] Rayleigh 商 H, = QAQ, 的 1 
个 特征 值 必 靠 近 4 的 7 个 特征 值 2 2; 此 外 ， 由 4 的 属于 
和， 的 特征 问 量 所 张 成 的 特征 空间 R(Z1) 与 RCO) 之 
则 的 差距 ,以 及 H, 的 2 个 特征 值 与 woteee 的 差距 ,都 可 以 借 
BJ Hel Fe 

R= AO, — O.H, 

的 范 数 给 出 上 界 . | 

如 果 Q, c€ C :满足 OFO, = I, Hermite E H, € CY CK 
再 限于 4 的 Rayleigh 次 OF A QO) 使 得 R = AQ, — Q.H, 的 范 数 
(Beh, mj: H, 的 7 个 特征 值 是 否 必 靠 近 有 4 的 7 个 特征 值 ? RCO) 
是 否 必 靠近 4 的 某 一 个 特征 空间 ? 其 闻 的 差距 是 否 可 以 用 KR 的 范 
数 界 定 > 这 正 是 本 节 权 讨论 的 问题 (下 面 的 定理 7.11 一 7.13, 参考 
[136] 第 11 Æ), 

首先 引证 关于 保 范 扩张 的 一 条 定理 。 
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H 
定理 7.11 (Kahan, 1967), jE R= (5), tech WE Her- 


mite 阵 。 则 在 在 Hermite HW, 使 得 “扩张 ”后 的 矩阵 


H B® 
A= (8 W ) 
满足 |All, = WRih. 
证 明 : 
对 于 待定 的 W , id 


z — (J Á= (R,Ë), a= (Rll 


RER RA 
an a zg) 
可 以 看 出 ,不管 三 如 何 选取 ,总 有 
o < Al; 
而 定理 要 求 选 取 W, 使 得 oI > A?, 
首先 证 明 ,对 于 任意 的 c > p;, 可 选取 ， W = W(o), 使 得 
l 一 42> 二 0。 证 明 如 下 。 利 用 块 三 角 分 解 ， 可 以 得 出 


27 A (7 o (SEES 0 C “ 
L I 0 U(g)/ NO I 


(7.37) 
和 
I ON /l — H° 0 I KP 
PIRR" (7) ( G í) 
K I 0 VG) 0 I 
其 中 | 
U(o) = & [I 一 Ra(Co7 — RRH3 R 1, (7.38) 
Vio) = P[I 一 了 (Co — H2> BF] (7.39) 
各 
L = —R*R(o?l — RER) 1, K = —BH(el — HEY’; 


并 且 由 c> eo = [Ri], 可 知 
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I — RER > 0, cel — RR? > 0. el — H: > 0, 
因此 必 有 Vle) > 0, 现 取 
W =W(c) = —BH(oe1I 一 H*)'B*, (7.40) 

可 以 验证 (本 节 习 题 2)， 对 于 如 此 选取 的 到， 有 WFE = W 和 
Ule) = V(o) > 0, 从 而 o — A: > 0, 

然后 , 令 o> o + 0. 注意 到 (7.40) 折 示 的 W (o) EATE 
o AM Ameo 的 亚 纯 消 数 ; 它 的 奇 点 只 有 极点 ， 也 就 是 
那些 使 得 (Wo), TAWA e€ C, (RY Raho > p Ë 
部 分 , 恒 有 Wie < lAl <0, Hie Wo) 在 o = e WRIT. MA 
而 存在 

lim W(o)= W(o). 


e—= n + 0 


所 以 对 于 如 此 选取 的 W = Wo), 满足 PI 之 A'. O 

定理 7.12 (Kahan, 1967). 7 AEC”? 与 Hi€ 0 (1< 
] < > — 1) 均 为 Hermite Hy, 104) = fh; Yas ACH) = tei beat 
Mix O, € C"*’, 070, =, 令 R= AQ, = CO 则 存在 4 的 
1 个 特征 值 2 … 41， 使 得 

[dy — | < R|, 一 1 (7.41) 
证 明 : 
(D 


无 坊 假设 o—-( ) ia 


Ay AF H, 0 Ay, — H, An 
4 一 (人 一人 )+( J 
Ay A 0 Ayn —W A» W 


22 


Eich w ERRER 7.11 选取 的 > 一 ! 阶 Hermite 阵 , 使 得 

on — H, a) A-N | feel 

应 用 Weyl-Jliancenü 定理 ， 存在 Are ACA), it 一 1,.…,1， 使 得 
— H A! 

— i 22]. (7 43 

ka < (° An JE ) 


W 
男 一 方面 A 
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kd 


(7.42) 


a 0 


FAC 7.42)—(7.44 37 BY th (7.41), O 

定理 7.13 (Kahan, 1967), W 4€0™" 5 H, € CI: (1< 
I< n —1) 29% Hermite EE. ACA) = {u} as ACHD = Too， 
Mig Q € Ce! 满足 | 


Or0O,2e!l, e>0, (7.45) 
& R= A0,— OH, 则 存在 2 Ape aCA), 使 得 
av — ai] < V 218 (7.46) 


证 明 
2 
无 妨 假设 O, = (C )， 其 中 之 = diag(o,, ° °. 。 ,01) ,ai > ... > 
o 是 Q, WARE, o > 0, ip 


A = (2 A — (9 0 ) 十 (^ — H, ea) 
Az Ar \ 0 A», — W An W 3 
其 中 WW 是 根据 定理 7.11 选取 的 > 一 1 阶 Hermite 阵 , 满 足 (7.42) 
A. 应 用 Weyl-JInacknit 定理 ,存在 dirge 1, € aCA), 使 得 


ie p < (U l- IN 
e= (Or) 
另 一 方面 ,有 
EO 


Ans 
以 下 比较 Rh 与 [Rik 
首先 ,有 


(7.47) 


[Aall < lAa la/o. (7.49) 
其 次 考察 
Ay — 2H, = (Ay, 一 H,)2>2 + (HS — ZH,). 
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设 Au — H, 的 最 大 模特 征 信 为 4, 相应 的 单位 特征 向 量 为 x, 刀 
[Aa — Hi= (Al, CA. — HOx = ax, Wx, = 1, 
(7.50) 
于 是 有 
x"( A, — XH,)x = x?”( Ay — HO2x + x”(H,¥ — EHDx 
= xH( A, —-H,) Sx + ¿z( HE — 3H, FER) Hermite EE) 
= ,xHyx + ir GR). (7.51) 
从 而 | 
ll a> — ZH,||, = max la” (A4 u5 — XH, )o | (HL $ 3 习题 2) 


12 一 】 


= Ina X la” ( A 2 -一 2H, )al| 


=> |x!!( A, > — ZH, )x | 
> |a| jx Ex] 《利用 (7.51)) 
== |Au 一 已 xx| 《利用 (7.50)) 
> Au — Albeo. (7.52) 
因此 ,从 (7.47) 一 (7.49) 和 (7.52) 得 到 | 
IRIE = JIRFERI||,, = 4s — HY + Andalh 
S Aa T Hll? 十 Azli 
< 142 — 2A + [Aaz il < Z|, RI 
oj of 
代入 (7.47) 便 导出 估计 式 (7.46)。 册 
定理 7.14.， ”在 定理 7.12 的 假设 条 件 下 ,如 果 4 属于 vee 
Ay 的 特征 向 量 所 张 成 的 特征 空间 为 RCZ), ZZ = I”, HE 
如 果 对 于 .一 《1,…… nM, 17 有 
= min{|a,; — pilii€ Zj = 1, tal} > 0, (7.53) 
则 


[in (RZ), RODI < Ele, (7.54) 
证 明 : 
首先 ， 分 别 取 22 与 oF 使 Z 一 (Zis Z.) 与 Q = (Q, Q,) 
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SARK. AITE A, 与 A 满足 


A, 0 
Z#AZ _- 4) A € Ce, 
2 


当 


构造 
RẸ 


然后 分 别 把 这 里 的 4 与 4 当 作 定理 7.9 bw AS A, 再 分 别 把 这 
里 的 H,, 4,, 0, 与 Z, 当 作 定理 7.9 中 的 Ay, An Xi SH. K 
易 验 证 ,定理 7.9 的 条 件 全 部 被 满足 ,因此 可 利用 (7.33) 立即 得 出 
(7.54). D) 

定理 7.15。 在 定理 7.13 的 假设 条 件 下 ,如 果 4 属于 ape 
Ay 的 特征 向 量 所 张 成 的 特征 空间 为 R(Z1), 其 中 ZUZ = 1%, 
并 且 如 果 (7.53) 式 成 立 , 则 


| sin BC(R(Z), RCO ls < Tle, (7.55) 
证 明 : 


首先 取 Z2, (E Z = (Zis Z2) 为 西 阵 ;再 取 0;， 使 Q = (Q, 
0) 为 非 奇异 阵 。 握 题 设 ,存在 4,5 A,, 满足 


A, 0 
Z"AZ 一 人 ! ), Ae Ca 
0 A, 


现 构 造 
amo aJe 
RẸ 
oao = (F 4). 


然后 把 这 里 的 4 与 4 分 别 当 作 定理 7.10 中 的 4 与 A, 再 分 别 把 这 
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里 的 H,,A,, Q, 与 Z, 分 别 当 作 定理 7.10 中 的 As, Åz X, 与 Xi, 
容易 验证 ,定理 7.10 的 条 件 全 部 被 满足 ,因此 可 利用 (7.36) 立 即 得 
H (7.55). DJ | 

顺便 指出 两 点 :1). 不 等 式 (7.46) 右 端 中 的 V 2 能 不 能 用 1 代 
替 ， 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 2). 对 于 一 般 的 矩阵 ,与 7.3 这 一 段 
内 容 有 关 的 研究 ,可 参看 文献 [1161， 


习题 
1. 设 有 和 矩阵 方程 
BX — XA = C, XE Cn, 
其 中 A€ ce 与 B € Cr” 为 Hermite B£, CEC™, RE, 
mm 
|a — pl Se> 0, Vle ACA), BE ACB), 
则 有 估计 式 
Ix] < Iie 


IX, < Vnkclcl 


2. 验 证 : 按 (7.38) ARAW, 满足 WY = W 和 Ul) = 
V (o) > 0。 其 中 U(o) 与 了 (c) 分 别 见 (7.38) 式 和 (7.39) 式 . 
3. 设 
H, C” , 
A= É H. Je C, ACA) = {Ai Sie 
其 中 Hr = ALE C, H; = H, 1(H,) = { ui tim. PA UE: 存在 
4 的 2 个 特征 值 Aves + Ar, E18 
| dir — ki | < IC |l, ¿= 1,2,: sl, 
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$8 不 变 子 空间 的 扰动 界限 
8.1 不 变 子 空间 


定义 8.1. iz AEC, WME C 的 于 空间 A 满足 
AK EK, 
则 称 A 为 4 的 一 个 不 变 子 空间 . i 
例如 。 任 一 矩阵 4 的 一 个 特征 向 量 所 张 成 的 1 维 子 空间 是 4 
的 不 变 子 空间 ; Hermite PE A 的 特征 空间 是 4 的 不 变 子 空间 ， 
W AEC 的 Jordan 分 解 为 
X 'AX = J, Fl AX = XJ, 
其 中 X = (x.,::'-.x,), Jordan 标准 形 


J = diag(J,(2,), =. sJ G.) s Je +1(h)s ses s Jeta Ca)» 
“ee oJs_,4i1 dy) 5 ` "`. Js + C 4e)) » 


A; 1 
每 个 Jo i Ad -| oe |] (s| == 0,1 S< j S s,, 1 < í < r) 
A; | 
是 Jordan 块 ,并 且 ¿,⁄= ¿(p #4). R NA)E C”, FRA 
链 式 关系 
Ax, = 1,%,, Ax, = AX, + x, AX, = Ax, + X, 
nee, AXm = 1X, + eas 
RD | 
(A — Nf x, = 0, 
(A — 1,1 )x, = x£, 
(A — ¿,[)x, = x,, (8.1) 


(A — ¿,Í)x,, = x,,_1, 


在 (3.1) 中 ,第 一 个 关系 式 表 示 x, 是 4 的 符 征 同 量 ， 而 其 余 的 
关系 式 表示 xx(2 < £ < m) 满足 
(A — hi) Z 0, (CA — hl)x, = 0, 
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凡 满 足 
(A 一 27)t xs0 (4 一 211)tx 一 0 
的 向 量 x， 通 常 叫做 4 属于 1 的 绢 级 主 向 量 (或 ?级 根 向 量 ). 
(8.1) 式 表明 ，4 的 1 级 主 向 量 ( 即 特征 向 量 ) x, 所 张 成 的 子 空间 
是 4 的 不 变 子 空 间 ，。 其 它 的 任 一 主 向 量 xi(2 < Ak < m) 所 张 成 
的 子 空间 不 是 4 的 不 变 子 空间 ; 但 另 一 方面 , 由 xi ,Xnm 的 全 
体 所 张 成 的 子 空 间 是 4 的 不 变 子 空间 . 
iË X, = (X13 tt, Xm). (8.1) RAR 
AX, = XJ. 

显然 R(X) 是 4 的 一 个 不 变 子 空间 。 这 同时 建议 我 们 对 于 不 变 
子 空间 给 出 下 述 定义 ， 

定义 8.2. 1 deC, A, €C (l</<n—-—-1), 如 
RFE X € Cs, EG 

(i) rankX = 1, Gi) AX, = X,A,, 
则 R(X.) MM 做 4 的 不 变 子 空间 . 

容易 看 出 定义 8.1 和 定义 8.2 等 价 . 

在 $7 中 的 7.2, 我们 讨论 了 Hermite PE 4 的 特征 空间 扰动 的 
Davis-Kahan sin@ 定理 ， 在 那里 曾 对 4 以 及 扰动 后 的 Hermite 阵 
和 4 的 特征 值 的 分 布 加 了 一 些 限 制 , 然后 求 出 4 与 A 的 对 应 特征 空 
间距 离 的 上 界 。 本 节 介 绍 不 变 子 空间 扰动 的 Stewart 理论 ， 其 主 
要 之 点 在 于 论证 靠近 4 的 抢 阵 4 十 互 的 对 应 不 变 子 空间 的 存在 
性 ,并 给 出 两 个 对 应 子 空间 的 距离 的 上 界 . 不 过 在 讨论 时 ,对 于 4 
的 特征 值 分 布 加 了 如 下 的 限制 , 即 ， 如果 研究 4 的 不 变 子 空间 .7 
的 扰动 ， 则 事先 假定 4 对 应 于 ?的 特征 值 与 4 的 其 余 的 特征 值 
明显 分 离 。 下 面 的 例子 可 以 帮助 我 们 理解 ， 为 什么 要 提出 这 样 的 


限制 条 件 . 
例 8.1. 
1 一 8 0 0 
-| 0 1 十 28 soe 
0 0 2 
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I — = 0 0 
AX = x 0 1+2e 0 |, X = (e,e,e) = 19, 


0 0 2 
is | 
A=A+c6B, 
9 + 25e + 25¢? 一 2 —5 十 48 
5(1 + 58°) 5V 1 + 583 V 5 (1 十 58°) 
B = * _ 9 _— —2 _ | == BT, 
5 V5 + 587) 
4g? 
* * 1 + 582 
计算 可 知 
— et á 1 a. 
AX = z ( i+ ë )， X 一 ERE %), 
2 
其 中 
( 1 2 8 ) 
x; 一 l= Ts eS ———-F-—n 9 
J 50 +56) Vs VWT 十 56 
` =( 2 1 2e ) 
x, == — — =) = > ”一 一- s 
V 51 +58) V5 af + 58? 
— T 
x, = (=. 0, ==) $ 
V 5(1 +58 A 1 + 58? 
满足 
KRT = 1 
容易 算出 
sin OCR(@1), R(E)) = JE ~Z 
5 +25 5 
和 


sin0(R(e,), R(%))=—2=. 
), R(&)) /3 
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这 些 结果 表明 ,4 经 过 一 个 小 的 扰动 之 后 , Re) 与 Re) 发 
生 了 很 大 的 改变 可 是 另 一 方面 ，4 的 特征 空间 2 = R(e,,e,) 
和 R(e) 倒是 相当 稳定 的 ,因为 如 果 记 F 一 RC 名, 名) 和 
1 2 
z, = | V 5G + 507) V50 + 587) | 


2 _— 
| V5 V5 
则 可 算出 
lsin@(@ ,BN = l — ,Ral 
: 2 í 
-| ln 
= ae = Í Ç ha É == 5E, 
'~ O 0 1 十 ?8 
同时 ,有 
sin0(R(e;), R(X,)) = J 2 ”8 = / 5e, 
1 + 5g 


究 其 原因 ,可 以 从 几何 上 进行 如 下 的 考察 ，4 表 示 R° 中 以 原 
点 为 中 心 、 轴 线 落 在 三 个 坐标 加 上 、 半 轴 长 度 分 别 为 1 一 ,1 十 28 
和 2 的 椭 球 面 ( 这 时 ,把 4 和 R? 中 的 椭 球 面 
SF ,一 14x:xXER lxil = 11 


等 同 起 来 ); 经 过 一 个 s 量 级 的 扰动 后 ， 椭 球面 ART BER Bn 
4。 由 于 4 的 第 一 、 第 二 两 个 半 轴 的 长 度 很 接近 , 同时 它们 与 第 三 
个 半 轴 的 长 度 相 差 较 大 ,因此 经 过 8 扰动 后 ,虽然 半 轴 的 长 度 变 化 
不 大 (由 1 一 8,1 十 26 和 2 分别 变 成 了 1,1 十 8 和 2), 但 第 一 、 
第 二 两 个 半 轴 的 方位 却 可 以 发 生 较 大 的 改变 ;而 另 一 方面 , 椭 球 面 
4 的 第 一 、 第 二 两 个 半 轴 所 在 平面 的 方位 ， 以 及 第 三 个 半 轴 的 方 
位 ,变化 并 不 大 (如 图 3-3 Bras). 

所 以 ， 如 果 4 的 一 个 不 变 子 空间 2 所 对 应 的 特征 值 与 4 的 
其 它 特征 值 明 显 分离 ， 那 么 就 有 可 能 对 于 A 的 扰动 界限 求 出 一 
些 有 用 的 信息 。 
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Pm `X jam FA 


—— x k. 


图 3-3 


附带 说 明 , 我 们 在 本 节 内 将 使 用 U Ce 上 相 容 的 范 数 


M, n = 1 


| 小 ,其 中 六 是 一 个 足够 大 的 自然 数 . 所 谓 | WE U Ce 上 


m,n=1 


相 容 的 范 数 ,其 定义 是 :如 果 把 | 上 限制 到 每 一 个 Cm" (mn < N) 
E, WI HE C”” 上 的 范 数 ,并 且 只 要 乘积 4B 有 意义 , 则 
NABI < ANBI. 


例如 ;| lol lol iel de 都 是 U C” 上 相 容 的 东 6 数 . 
Min, Will E CY 上 的 西 不 变 范 数 ， 它 由 RY ERY SG page 


Py(E,*: En) 生成 ; 则 可 如 下 定义 一 个 在 U Crx” 上 相 容 的 


m, t= 1 


西 不 变 范 数 ‖ |: 对 于 任 一 4€ C”"*"(m,n < N), RANE 
分 解 为 4=UZV#， 其 中 UU 与 V 为 西 阵 ，3 一 diag (01,0;,*…*)， 
o, Z= + + - > o, 是 4 的 奇异 值 , 则 定义 
|All = D (019029 ass0) ° ,0). 
应 用 到 Ce” 上 定义 的 算 子 ,我 们 将 采用 算 子 邦 数 , 即 
ITI = sup ITP 1, | 


上 式 右 端 的 范 数 | | 是 U Ce 上 相 容 的 矩阵 范 数 ， 如 此 定义 
的 算 子 范 数 ,显然 满足 


se209。 


ret <H PL 
82 一 个 非 线性 方程 及 其 解 的 估计 
WACO, HARRY 
4 一 (人 4 e ci t<i<n—l, 
A», A» x li > 
gn FR A», = 0, 则 有 


Ee 
Bp (人 ( ) 是 4 的 一 个 不 变 子 空间 ; 但 是 如 果 Ay 0, 而 是 


(z) 


lall 很 小 , 间 : 在 什么 条 件 下 ,4 存在 一 个 佛 近 R(( )) 的 不 


. . TASE E oom i 、 
变 子 空间 ( 即 子 空间 R(( 。)) 是 4 的 一 个 近似 不 变 于 空间 )? 这 
BLE Stewart [152] 和 [155] 研 究 不 变 子 空间 扰动 理论 的 出 发 点 . 
pP 
HEROS BE i aT R(( 。)), 即 


存在 Pe Cs-Dxi 与 A,€ Cu, 使 得 


-Ca on 
CEED Ga 


Ay + AyP = A, (8.4) 


或 者 


和 和 
 PAn — AyP = Ay — PAP, (8.5) 
如 果 在 某 些 条 件 下 ， 能 够 证 明 (8.5) 存 在 解 了 , 然后 将 这 个 P 
代入 (8.4) 算 出 A, WPS A, 满足 (3.2)。 这样 得 到 的 4 的 不 变 了 
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' K. R. 


空间 R(( >) ) 与 子 空间 R(( 。)) 的 距离 为 


| sin ol = JII — G + p P”) 
= IPPEG + PPH], (8.6) 


其 中 | 上 是 U ce 上 相 容 的 西 不 变 范 数 ， 


mint 


o=0(®((,))-®((,))) 


利用 P 的 奇异 值 分 解 P = UIV, RU SV ARH, = 
diag《o1,0;,*…')， 可 算出 | 
sin@ = U[XXE(I + SSH], 
cos@ = U[I + xx#]-+UZ#; 
由 此 得 到 
tgQ = U(Xx!šUR_ 
因而 , 对 于 U Cc 上 任 一 相 容 的 丁 不 变 范 数 〗 ,有 


(Pi = igel. (8.7) 
(8.7) 说 明了 IP] JLT. 
如 果 取 | “为 谱 范 数 , 则 可 由 (8.6) 及 了 的 奇异 值 分 解 得 出 
| sin @ |, = || PJ|//1 + |P |. (8.8) 
同时 ,从 (8.6) 可 知 ,对 U Cm 上 任 一 相 容 的 西 不 变 范 数 | l, 
恒 有 
[sine] < IP]. (8.9) 
因此 , 间 题 归结 为 建立 一 些 条 件 , 使 方程 (8.5) 存在 范 数 很 小 
的 解 P, 并 给 出 | P| AL. 
把 方程 (8.5) 改 记 为 
TP = Àx — pCP), (8.10) 
rB T E Ce-Dx 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ，9 是 COP” 到 
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Co DG 上 的 一 个 映射 ,它们 分 噶 由 
TP = PA, — AnP (8.11) 
和 
pCP) = PAyP (8.12) 
EX. 
下 面 证 明 关 于 一 个 非 线性 算 子 方程 求解 的 一 般 性 结论 . 
定理 8.19 i TE Banach 空间 B 上 的 一 个 有 界线 性 算 
+, 并 且 T1 85, 设 9 是 名 中 满足 下 列 条 件 的 连续 映射 在 
在 常数 1 SO, (HG 
Gi) lp] < all, 
Gi) lp — ply) |] << 2nmax(}x]}, yl) lle — yl. 
Mik gE B, ŽE 
y = lel, 8 = (TAY, 
& x = 0, 并 定义 序列 zz …: 


x Tg — p(x,)) = x, — Tepe), (8.13) 
wm | 
k, = yn/ 8? < 过， (8.14) 
则 zx; 收敛 到 方程 
Tx = g — p(x) (8.15) 


的 一 个 解 x, 并 且 对 于 


k= h, 
1 — 2e Ha 1 — 4e 
x 满足 
lxl| < rae + x) < Z, (8.16) 
此 人 外， 
|x — x,| mo ele xl 
1 一 2 1 — P 
K < :, (8.17) 
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其 中 p = in < 1, 
证 明 : 
令 ki 一 0, 显然 有 


[æl = {Te < iT Mle 一 A (1 + xO). 
从 而 
|x] < lath + Teed < — + > xl 


<— + £2)， 


其 中 z, 如 (8.14) 所 示 。 一 般 地 ,如 果 令 


Kia. = KCl + Ki) i= 2,3,°°*s (8.18% 
则 由 
læ < A (1 + w) (8.19) 
可 导出 
level < al + ITHE H >: a (1 + xp? 


< Za +l + y) La + Kir). 


因 此 ,对 于 1 一 了 25Xi 恒 满 足 (8.19 )。 

利用 (8.14) 和 (8.18), 可 以 归纳 地 证 明 序列 (wy 单调 递增 ,并 
E. K; Z 1 ,1 = 1 ,2,.*"*， 所 以 存在 

k= limk; 
由 (8.18) 可 知 , e= x,(1 + ey BE 
2 K 

] — 2x, + ,/ 1 — 4x, 
Wk, PKR BLT Aa 


D = {xe B:\x|<— G +) | 


K = 


< 1. 
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之 中 . 
再 由 


læs — x;|| < [ITH lp Ges) 一 peCx Dll 
<i 


2 全 (1 十 上 )lx; — xl 


= 2(1 + k Jilla; — Xl < 4k |x; 一 Xill 
= olx; — x;_,|| < e'l T gli 
及 e= 4, < 1 立即 得 知 ,存在 x 一 imx;, 并 且 


ell < ZG +e) < ZZ 


此 外 ,可 得 估 计 式 


jx 一 并 | 


<> fæ — xl] 
< lx; i ala o t ||x; i 一 xal] , k <i. 


1—e 


— x;) 


Ay Ay 
应 用 定理 8.1 可 知 ,对 于 4 = C p swe (8.11) 所 定义 的 


T, $ è= |T, > = Aal, n= Aal. wI < 则 
一 27 M i\\a aS 
存在 一 个 满足 P| < 27 的 P, 使 得 R((_)) 是 4 的 RETA 


间 . E PI < 27 与 (8.6) 一 (8.9) 联系 起 来 ,就 刻 划 了 R(( 7 


作为 4 的 近似 不 要 于 的 逼近 程度 。， 这 一 结论 可 叙述 如 下 : 
EH 8.2 GEER, 设 4€ Cn, X = (X,, X) 是 
— a, X, € Cel. 1 < 1! =< n — 1. id 
XHAX 一 (2 a), Ay € CP, (8.20) 


定义 算 子 T: 
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TP = PAn — ArP, P E COP% 
HBE TOR. < = [T], r= [Aal] # g= llall. 如 
R 


mY < 
ð 


+ |= 


n—Dx 27 I < 
则 存在 Peco, 满足 1Pl < 27, R(x (5 )) 是 4 的 不 变 
FaN. 


定理 8.2 表明 : R(x OE R(X,)) 是 4 的 一 个 近似 不 
EFEN, E [PI < 27 反映 了 它 和 4 的 不 变 子 空间 R(X 


(DJ) 的 差距 (参看 (8.7) 一 (8.97). 其 中 7 与 8 的 意义 , 将 在 下 
— Bh BBB. 
83 ”剩余 与 矩阵 分 离 度 

定理 8.2 中 的 结论 [Pl < 他 表示: 如 果 5 一 定 ， 则 7 一 


Ax 愈 小 ,近似 不 变 子 空间 ROX) 的 近似 程度 愈 高 。 我 们 将 利 
HARHA: Aal 的 大 小 是 4 的 一 个 近似 不 变 子 空间 偏离 大 
小 的 一 个 合理 的 测度 ， 

对 于 Acc", WR ROX) 是 4 的 不 变 子 空间 ， 则 据 定 义 
8.2, 存在 AEC, EBRR 

R = AX, — X,A, = 0. 

如 果 R(X) 是 4 的 一 个 近似 不 变 子 空间 ， 则 可 能 取 到 一 个 
A, € C. (ER ge R = AX, — XA, 的 范 数 很 小 ， 

Kahan (1967) 证 明了 下 述 结果 (参看 [155 ])。 
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定理 8.3. AX 5A, 皆 如 定理 8.2 wR. FS 
Ry, = AX, — X,A,, Aye Ct. 


则 对 于 U C» 上 任 一 相 容 的 西 不 变 范 数 | ,有 
inf [Rall = lal. 
A e cl*! 


证 明 : 只 需 注意 到 
[Ral = |IX“R = ||X74X, — X"X,4.ll 


=|) = 


FA ERM ARYM 4, 一 411 时 ,达到 等 式 . O 
下 面 将 说 明 : 量 5 一 1T 人 在 某 种 意义 上 反映 了 4u 5 An 
的 特征 值 的 分 离 程度 . 
首先 证 朋 
定理 8.4. 设 A. € C. Ay € CoD aD 4 
TP = PA, — Ap. PE CR PR 
MU T R 
ACT) = {4 — wh € ACA) 6 4(Ay)}; (8.21) 
因而 
T G% (4) NACAn) = @, (8.22) 
并 且 当 可逆 时 , 有 
0 < ó = TT < mint |à — a| 2€ lAa) uE ACAD). 
(8.23) 
证 明 : 
EEX, cA) 是 指 存 在 P #0, PECI, 使 得 
TP = AP, 将 了 的 诸 列 连接 起 来 , 成 为 QC"-” 中 的 一 个 向 量 ,于 
是 给 出 了 的 矩阵 表示 
T = AI@I U — [GA 
根据 第 一 章 $ 5(5.6) 式 知 ， 
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ACT) = {42 — BA € ACA) € 1( An) t» 

因此 (8.21) 式 成 立 ;? 由 此 可 立即 推 知 (8.227 和 (8.237 亦 成 立 。 D] 

《8.23) 式 说 明 : 6 = [T] SER Y CA.) 与 ACA») 分 离 
的 程度 . 因此 建议 引进 下 述 定义 . 

定义 8.30 1 BEeC™, CEC", 定义 算 子 下 :C7” 一 > 
Cm: 

TP = PB — CP, PEC”, 
Wl) B 5 C 的 分 离 度 (separation) 定义 为 
(TO, 0& CP 
0, 0c ACT), 

容易 验证 ,下 述 定义 与 定义 8.3 等 价 ( 本 节 习 题 1 ). 

定义 84. 对 于 定义 8.3 中 所 述 和 的 8, C 5 T, B 与 C 的 分 离 
TEXY 


sep(B,C) = | (8.24) 


sep(B,C) = inf ITP) = ant TPB — Chi, (8.25) 
TE, F HAX sep, 定理 8.2 的 结论 可 以 写成 
WPI < Zla _ (8.26) 


sep(A 119 A») ; 


可 以 看 作 不 变 子 空间 的 条 件数 ， 


and) 
以 下 研究 函数 sep 的 主要 性 质 . 
由 (8.23) 已 知 
0 < sep(B, C) < min{ |4 — wl 26 WCB), uE 1(C)). 
更 进一步 ,如 果 利 用 | jjs 定义 sep, TAN sepr, 则 可 证 明 
定理 8.5.20 BHC HEUER Jordan RAE WY Ze 
MERED Os 5 Oc, BH 
Qz B Oz: = Jz, Or C Oc = Jcs 
Mik Jordan 标准 形 Js 与 Jc 中 最 大 Jordan 块 的 阶 数 分 别 为 re 
= rc. 记 
d(B,C) = minl|2 — z: :16 ACB), wEACC)} 
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和 
c( Q) = | QO lb. 


WA 
v(rsotc) — d(B,C) . ACB, C) yr 
(o(rayrc) BC — (d( B, C)yatc* r COn) CO) 
< sepr(B,C) <d(B,C), (8.27) 
其 中 
sepr(B,C) = inf IPB —CP|lp 
= 
0 += rc = 1 
p(rp.r = 41 r= 15k re == 1,fB r r > 1 
2 rps,rc > 2. 
证 明 见 作者 的 论文 [201. 
从 定理 8.5 可 立即 得 出 : 当 B 与 C 均 为 可 对 角 化 阵 时 ,有 
SUCA < sepr(B,C) < d(B,C); (8.28) 
= B 55 Cc 均 为 正规 阵 时 ,有 
sepr(B,C) = d(B.C). (8.29) 


TREH sep(B8,C)》 对 于 BB 与 C 的 扰动 是 不 敏感 的 ， 
TH 8.6.5 if B,EECzx C,Fe Cm*m W 
sep(B,C) — (El + FID 
< sep(B + E,C + F) < sep(B,C) + (EN + FID. 
(8.30) 
证 明 : 
关于 (8.30) 中 的 第 一 个 不 等 式 , 可 如 下 证 明 . 
若 sep(B,C) < |El + |F, 则 不 等 式 显 然 成 立 。 因 此 假定 
sep(B,C) > El + IFI. 定义 算 子 S: 
SP = PE —FP,P € Co, 
由 S| SE] + Fil 可 得 | 
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ny < LELIPI 
IST < cy sh 


所 以 I+ST' Bet, Min T+S=CU+STOT HX FE 
sep(B + E,C + F) = (T+ SHE = TOU + ST) 
> IT OU IG + ST)“ Z sep(B, C) — IST) 
se _ IE] + HF| 
= sep(B,C) (i sep(B, C) ) 
= sep(B,C) — CIEI + IIF ID. 
《8.30) 的 第 二 个 不 等 式 可 以 从 第 一 个 不 等 式 导 出 O 
定理 8.7, 若 B, Xe Ci. cC Yem, jt HHX bye 
AEST SH. W 
sep(XBX-!, YCY-!) > sep(B,C) ， 8.31 
pC ) FESTES (8.31) 
其 中 e(X) = |XX, <(Y)= IYIN Ax 5 YA 
阵 , 则 对 于 西 不 变 范 数 , 有 


sep XBX, Y CY") 一 sep( B,C), (8.32) 
TER: | 
利用 (8.25) 式 ,有 
sep(X BX, Y CY") = ing PACK 
— ing ZLO PX) B — COP XVX 
Psb || P |) 
— inf YB — CXI (8.33) 
90 [Yox] 
> inf | HOB — C0 
oxo [OU Yi IYN] 
= PB, C) 
K(X )KCY) 


即 不 等 式 (8.31) 成 六 
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紫外 ,《8.32) 可 从 (8.33) 导 出 。 口 
定理 8.8.12 45 B = diag( Bl,: . -,Bp), C= diag(C,,°° ` 
Ca), 其 中 B,(1 <: =< p) 与 Cj(l <;=< 9) BAER. MW 
sepF(B ,C) = min{sepr(Bi, Cj):i = 1,°++5P, j=l, ttg}, 
(8.34) 


9 


证 明 : 
只 需 证 明 


sepr (B, (“ c) = min{sepr(B, C1) ,sepr(B , C2)}3 (8.35) 


因为 同 理 可 证 


P, 0 \ 
SepF (( N B \, c) = min{sepr( Bi, C),sepr(B,,C)}, 
2 / 


然后 可 以 归纳 地 证 明 (8.34). 
首先 指出 ， ayna h(S -)) 关 @ 的 必要 与 充分 条 件 征 


1(B)G2(0C, = @ RABINA) D. Ate, (8.35) Wim 
同时 为 零 ,或 同时 不 为 零 . 若 同时 为 零 , 则 等 式 (8.35) 显然 成 并 ; 
所 以 现在 假设 (8.35) 两 端 同时 不 为 零 。 这 时 , 有 


d C, Ü P, C, 0 P, 
(e (Sat Gd 2 6) (2) 
seH Bs) e) T int a. Ve, 0 C, 5 
( — P) j 
P ,B — CP, 


IIP|] p=} 


= inf 


> inf = (sepk( B C1) P lI; + sepiCB , C2) 1 Palle) 


PEt Pot 
> min{sep}(B, C1) ,sep#(B, CD). 
男 一 方面 ， 无 妨 设 sepr(B, C) < sepp(B,C,), HX P, 满足 
WPillkh=1, FE 
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sepr(B,C,) 一 1PB — C,Pille, 
BU) 


sepe(B,C)—= inf [pp — CP] < W z _ (°. 0 的 


HPI p=] 0 C, N 0 
= |IP,B — CiPills = sepr( B,C). O 
定理 8.9" 设 范 数 ‖ 小 与 外 省 满足 
ol P], < Pl, < r||P ||, VP e C, 
则 


sep,(B,C) > Č sep,(B,C), VBE CI yC e Cm, (8.36) 
T 


其 中 
sep,(B,C) = inf |PB— CP], 
Pil =! 


sep,( B , C) == int IP B — CPI, 


证 明 . 
首先 有 不 等 式 
r||P B — CPI, > ||PB — CP ||; > sep.(B, C)|P |, 
= ocsep (B , C) IP Ii. | 
因此 ,对 于 P = 0, 有 
[PB — CP, 
IP il 
在 (8.37) 式 左 端 取 Pl = 1 上 的 极 小 值 , 即 给 出 不 等 式 (8.36). 
口 
在 不 变 于 空间 扰动 理论 中 ,一 作为 不 变 子 空间 的 
sep(A ,,,42) 
条 件数 (参看 (8.26) 式 ), 是 一 个 相当 重要 的 量 ; 函数 sep 的 上 述 性 
质 ( 如 定理 8.5 一 定理 8.9 PTR) ,说 明 它 包含 着 丰富 的 内 容 。 可 是 
如 何 估算 sep(4uy4)、 却 是 一 个 末 难 的 问题 。 关于 这 方面 的 研 
究 , 可 参看 Varah [178] 和 本 书 作者 的 论文 1201 与 [211. 
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> = sep,(B, C). (8.37) 


8.4 扰动 定理 


一 个 逼近 定理 , 比如 定 再 8.2, 可 以 转化 成 一 个 扰动 定理 ， 这 
只 需要 把 4 的 不 变 子 空间 看 作 4 十 的 近似 不 变 子 空间 。 因此 ， 
由 定理 8.2 和 定理 8.6, 立即 得 到 下 述 结果 . 

定理 8.10 (HJER), i A,E68 CO", X = (X,,X;) 
HAE, XECE Sl < n — 1), 并 假定 R(X) 是 4 的 不 变 
子 空 间 。 又 设 X“4X 和 X EX 与 X 相 一 致 地 分 块 为 


H A, Ay H __ En Ey 
XHAX = ( +). XHEX = (G m). 
如 时 
ó = sep( 41154) 一 (WE l| + Eal) > 0 (8.38) 
并 且 
lEs] + EnD — (8.39) 
8 
则 存在 矩阵 pe Ci, ME 
iP < 2 Eal, (8.40) 


使 得 R(X ( 是 4 十 E 的 不 变 子 空间 . 


下 面 用 一 个 最 简单 的 情况 , 来 说 明定 理 8.10 的 结论 . 
推论 8.1. 设 4,E € 077r, AAR EE, x, 是 相应 的 
特征 向 量 , 并 且 lx 一 1， 设 X = (x,,X,) 是 一 西 阵 ,使 得 


a, ať te, FE 
XHAX =( .. \, X"EX = (" ). 
0 A, g E 


令 
ò = Cal — Ar) i, e = |El, 2 = lal;, 
7 = llell;. 
ROAR 
é—-2e > 0 (8.41) 
JF E. 
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一 一， (8.42) 


则 存在 pe Cs, 满足 |p 由 入 二 二 ,使 得 š = x, + Xap 张 


成 4 + E BJA 288]. R) 5 Rœ) 之 间 的 距离 
sin0(R(&), R(x,)) < —— l, (8.43) 
yd (5—28) + 47’ 
证 明 : 
直接 应 用 定理 8.10。 只 需 注 意 两 点 : 
1) sep.(4,,42) = JAI — Ax) lz (8.44) 
这 是 因为 ,对 于 如 下 定义 的 算 子 T: 
Tp = pa, — App = Cal 一 AnP, pec, 
显然 有 
Tost = [OA — Aal. 
2) 由 (8.8) 式 知 


sin OCR), R(X) — Pl 
V1 + liplB 
再 将 ph <5 代入 上 式 , 便 得 到 (8.43)， CO 


注 8.1. 因为 推论 8.1 中 的 r= lelh < HE|,= s, MAh 

(8.43) 可 以 得 到 
sin0(R(&)O,R(z) <—— 2° (845) 
| (8 — 26)? + 46? 

(8.45 ) 式 表明 : 在 扰动 量 ( 即 指 e) 相同 的 条 件 下 ,一般 说 有 来，5 一 
sep.(1,,42) 愈 大 , 则 4 的 不 变 子 空间 RO) 愈 稳定 . 

但 是 必须 指出 一 个 重要 事实 : ”即使 4 与 1(42) WESE, 
sep.(1,, 42.) 也 可 能 非常 之 小 。 

例 8.2. 
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1 1 
a, == 1 waste | “ra CD DD 0 一 wa 一 1 
1 


ex 


—1 
EH (8.44) 可知, 如 果 令 Jala) 一 | oa m Ce-Dbxe-D WI 


sepa41, 42) = [JC lz? = omia(J - (G) ) 


= inf | Jn-1Ca)oll, 


ehh 


上 去 中 的 cmin(Jr-i(4)) 表示 Jala) 的 最 小 奇异 值 。 今 取 o= 
(lc +a"), A 
[JaCo L CO: 0,077) IL, 
loll IQs, +, aT] 


a” * 


Vibe bees 十 oz 


< a"! 
因此 
sep,(1,, 42) < aT, 
这 个 例子 说 明 , 对 于 比较 大 的 二 和 一 个 适度 大 小 的 a€ (0,1), E. 
24,5 Ar 的 特征 值 之 间 的 距离 为 c， 但 1, 55 Ay 的 分 离 度 却 非 
常 之 小 (小 于 at), 
习题 
1. 设 BeO, Ce Crm 试 证 B 与 C 的 分 离 度 的 定义 8.3 
与 定义 8.4 等 价 . 
2. 设 A, AE C, X = (XX) 5 X = (X,,X,) 为 西 阵 ， 
其 中 X,,X e C"*!， 又 设 
ago [An Ae gaisg (Au Av 
xax = (4849), gag (F 2°), 
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其 中 Ans Á. € CY™Y(1 < 1 < n — 1). b> A = R(X,), r= 
R(X) 和 R= AX, — XiAy. WE: WE 104A) NACA) = @, 
MFC be-nn] IL KA 


ry oO | R 
|sinO( 2, DIES ool 
°] 113 24122 


第 三 章 说 明 


本 章 讨 论 矩 阵 特 征 值 的 扰动 各 矩阵 的 不 变 子 空间 (包括 特征 
向 景 所 张 成 的 子 空间 ) 的 扰动 。 这 方面 前 支 献 十 分 丰富 ,但 限于 篇 
幅 ,作者 只 能 挑选 出 一 些 重 要 结果 加 以 并 述 . 

关于 Hermite 阵 特 征 值 扰动 性 质 的 研究 ,已 经 相当 深入 ， 读 
者 可 参看 文献 [39]、[401、[115]】、 [132]】、 [148]\ [187] 和 [197]. 关 
于 正规 所 阵 特 征 值 的 扰动 最近， Bhatia, Davis 和 McIntosh 的 
论文 158] 证 明了 一 些 新 的 结果 ; 此 外 ， 本 书 作者 的 论文 1191 推 
J f Hoffman-Wielandt FE, 

对 于 一 般 和 矩阵 。 Ostrowski [1301 最 早 证 明了 和 卸 阵 特征 值 的 
连 经 性 ， 并 且 给 出 了 可 以 计算 的 扰动 上 界 . 之 后 ，Henrici 和 
Bhatia 等 人 ,也 得 到 了 若干 可 以 计算 的 上 界 ( 参 看 159]、[60]、[86] 
和 [102])。 有 一 些 关 于 年 阵 特 征 值 扰动 的 定理 〈 例 如 Bauer-Fike 
定理 及 其 推广 ), 在 扰动 界限 中 包含 着 不 易 计 算 的 量 。 如何 估算 出 
这 些 不 易 算 出 的 量 , 是 值得 进一步 研究 的 课题 (关于 谱 条 件数 的 估 
算 ,可 参看 文献 [201、L21]、{33] 和 [1501]). 

天 于 不 变 子 空间 的 扰动 ， 本 章 介 绍 了 Davis-Kahan 理论 和 
Stewart 理论 。 Davis 与 Kahan [75] 和 Stewart [152] MAA 
度 研 究 了 不 变 子 空间 的 扰动 性 质 。 值 得 指出 的 是 ， 他 们 所 研究 的 
仅仅 是 一 些 特殊 类 型 的 不 变 子 空间 ; 对 于 更 广 一 类 的 不 变 子 空间 
(Bart 和 Gohberg 等 人 称 之 为 稳定 的 不 变 子 空间 , 见 [42]) 的 扰动 
注 质 ,至 今 还 缺乏 研究 . 

ATARE R S AE $3 定理 3.10 一 3.12 这 些 基 本 结 
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果 之 外 ,读者 还 可 参看 文献 [5],、[1601] 和 [1621。 关 于 与 奇异 值 分 
解 相 联 系 的 一 些 子 空间 的 扰动 ,可 参看 [155] 和 [182]. 

对 于 非 负 短 阵 的 特征 值 及 其 扰动 性 质 ,本 书 未 作 介 绍 ; 请 读者 
参看 文献 [62]、[68]、[92] 和 [1461、 I 
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第 四 章 “广义 特征 值 问题 扰动 分 析 
51 基本 概念 


这 里 所 说 的 广义 特征 值 问题 ,是 指 线性 广义 特征 值 问题 
Ax = 1Bx, (1.1) 
其 中 4,B e Cn. x€ Cn .x Z 0,42 € C, 
这 个 问题 的 重要 性 ， 最 初 是 从 常 微 分 方程 组 
Bx = Ax, x = (Et), ,Ent)) (1.2) 
的 求解 看 出 来 的 ， 此 处 ABER, EG) < i < n) 是 t€ h 
NS, wR EC 与 非 零 向 量 we C 满足 
Au = ¿Bu 
( 即 2 与 a 分 别 是 Au 一 .Bu 的 特征 值 与 特征 向 量 ), 则 
x == ae! 
是 方程 组 (1.2 ) 的 一 个 解 ， 

随 着 科学 研究 的 深入 ,数学 物理 方程 统计 分 析 和 自动 控制 等 
方面 的 许多 问题 的 数值 求解 , 往往 归结 为 (1.1) 所 示 的 广义 特征 值 
司 题 的 研究 ， 

广义 特征 值 问 题 (1.1) 的 代数 理论 《 即 和 矩阵 对 的 标准 形 理论 )， 
在 十 九 世 纪 已 经 为 Weierstrass 和 Kronecker 所 建立 ,可 是 从 数值 
分 析 的 和 角度 ,把 广义 特征 值 问题 作为 一 个 独立 的 课题 进行 研究 ,至 
今 只 有 十 几 年 的 历史 ， 主 要 的 工作 是 从 七 十 年 代 开始 的 . 

在 Wilkinson 和 Peters (1970) 发 表 关 于 广义 特征 值 问题 解 
法 的 论文 之 后 ,出 现 了 一 系列 的 论文 ,讨论 4x 一 4Bx 的 特征 值 与 
特征 向 量 的 计算 方法 ,比较 著名 的 有 Fix-Heiberger 算法 (1972)， 
Moler-Stewart OZ 483: (1973) 和 Crawford 算法 (1973, 1976)， 
等 等 。 
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几乎 与 研究 广义 特征 值 问题 (1.1) 算 法 的 同时 , 开始 了 扰动 理 
论 的 研究 ，Stewart (1972) Wes, UEDA. be 
后 。 Stewart (1973, 1975, 1979), Fix, Heiberger (1972) 和 
Crawford (1976) 发 表 了 他 们 在 这 方面 的 结果 .七 十 年 代 末 以 来 ， 
作者 在 这 方面 进行 了 比较 系统 的 研究 ; 路 入 «Lecture Notes in 
Math. 973) (1983) 的 论文 “Perturbation analysis for the gene- 


ralized eigenvalue and the generalized singular value problem”, 是 


作者 前 一 阶段 工作 的 小 结 . 

值得 指出 的 是 , 广义 特征 值 问题 (1.1), 无 论 从 算法 方 面 还 是 
从 扰动 分 析 方 面 ,都 不 能 简单 地 归结 为 普通 特征 值 问题 4x 一 4x. 
因为 , 即使 在 4 与 B 都 是 方 阵 的 情形 , 有 可 能 4 与 B 均 为 奇异 阵 ， 
或 者 是 近乎 奇异 的 答 阵 ,对 它们 无 法 进行 求 逆 的 运算 ,或 者 它们 的 
求 逆 是 不 稳定 的 。 另外， 在 下 面 我 们 还 将 会 看 到 ,广义 特征 值 问 
题 (1.1) 的 特征 值 不 是 分 布 在 复 平 面 C 内 ,而 是 分 布 在 复 投 影 平 面 
Gia 上 .因此 ,有 必要 把 广义 特征 值 问 题 (1, 1 作为 一 个 独立 的 译 
题 进行 讨论 . 


1.1 正则 对 与 奇异 对 


对 于 4,B € Ceza. REWA + 48 出 做 甜 阵 东 ,其 中 4€ G. 
SEEK 4 十 48B 相对 应 的 一 对 和 矩阵 4 与 了 ,叫做 滤 苗 对 ， 记 作 
{A, B}. 

定义 11. 设 A,B e Cc’, WR m = n, HE 

det (A + 1B)5340, 12€C, 
则 称 (A.B) 为 = 阶 正则 和 矩阵 对 (以 下 简称 为 二 阶 正则 对 7); BOR 
m == n, Wa m = n [B 

de (A+ 14B)=0, aed, 
则 称 {4 ,B》 为 奇异 和 矩阵 对 《以 下 简称 为 奇异 对 ). 

Weierstrass 和 Kronecker 分 别 给 出 了 正则 对 与 奇异 对 的 标准 
形 ， 下 面 的 定理 1.1 和 定理 1.2 叙述 了 他 们 的 结果 ,定理 的 证 明 可 
在 Taurmaxep 的 《矩阵 论 》 一 节 ( 即 文献 119717) 中 找到 。 
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定理 1.1 (Weierstrass 1867), 设 {4,B} Er BRER. Wy 
必 存 在 非 育 异 阵 P, Q € C"**， 使 得 


PAQ = Ja, PBO= Js, (1.3) 
其 中 
J O° I°? 0 
J| js b=, j (1.4) 


= dia 1( ds 站 Orm, 
J gG) Jar) € | (1.5) 


4, AAG) < :,J < r, 
Jian = diag( (2 )， 。 72 ) € Crap x aay | 


a; 1 \ 
(RCN) 一 cnet 1 Je Oat Seal ara (1.6) 
" 
L<k<k,1<i<r, 
x; 
mG) =1Q), 1<;i<;, 
™ (1.7) 
>; n( 1;) = 7115 
1 二 1 
N = diag( Nt)... NID) € Cm, (1.8) 
0 1 
Np = EE E 1 EC lis, 
' “9 (1.9) 


ny + 13 7, 
定理 1.2 (Kronecker, 1890), 设 A.B € C". {A,B} HB 
Sesh. WA SES Ee Pe Ce 和 Q € Ce", 使 得 


mon ( 2), mom f) cas 
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其 中 J.,Js € Cerroaxeoatm 如 《1.4) 一 (1.9) 式 所 示 , 即 {JaJa} 
为 正则 对 ;此 外 ，ZL4 与 Ls 的 形式 如 下 : 
L; Ly 


P 


` > r 
Lg, Ly, 


1 0 
L | elie. Jee, 
1 0 
0 1 
L, =a ore € CR* K+D 
0 1 


k = hie? °" TN TES ` ° Ea. 


(1.11) 


12 Rishi se 


i {4,B} 是 =” 阶 正则 对 .通常 把 适合 (1.1) 的 ecC 与 非 
零 向 量 x€ Cr 定义 为 广义 特征 值 问题 《1.1)》 的 特征 值 与 特征 向 
E. 按照 这 样 的 定义 , 问题 (1.1) 的 特征 值 应 是 方程 

det (4 — 1B) = 0 (1.12) 
的 解 +。 值 得 注意 的 是 , 当 B 为 奇异 阵 时 , (1.12) 式 左 端 多 项 式 的 
次 数 低 于 x， 因而 方程 式 (1.12〉 解 的 个 数 少 于 nw。 不 过 , 如 果 将 
1 一 六 代入 (1.1) 式 , 则 由 
Bx = pAx (1.13) 
可 知 , 一 0 是 广义 特征 值 问题 (1.13) 的 特征 值 , 因此 4 一 co 也 
是 (1.1) 的 特征 值 ， 这 就 是 说 ,广义 特征 值 间 题 (1.1) 的 特征 值 不 是 
分 布 在 C 内 ,而 是 分 布 在 CU (co) k. 


amah besh, p) t4 B) 显然 是 正则 
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对 ,并 且 容 易 看 出 4x 一 2Bx 有 特征 值 妨 一 0 和 加 一 co, 相应 
的 特征 向 量 为 x = (1,0)? 和 x,= (0,12, 
根据 投影 几何 学 的 理论 ，CU {co} 上 的 每 个 点 2， 可 以 用 齐 
次 坐标 (a ,B86) > (0,0) 表 示 , 当 6 == 0 sk, (2,8) 表示 一 个 有 穷 点 
A=a@/8 , 当 6 一 0 时 ,(a,8) 表示 无 穷 远 点 co 。 于是, GU oo) 
就 成 了 复 投影 平面 Gu, BU C 内 所 有 1 维 行 空间 ( 即 1 AAT TAL Bt 
所 张 成 的 空间 ) 的 全 体 ( 见 第 二 章 $ 4), 
作为 Gir 的 一 种 表示 方法 ,可 以 记 
Gi2 = {(a,8) == (0,0):a,8 EC}. (1.14) 
但 必须 说 明 ,〈1.14) 式 中 的 (z, 8) 是 一 个 等 价 类 中 的 代表 元 素 ， 
PH: 如 果 存 在 非 零 复数 o， 使 得 Casp) 一 ola, 6), 则 (a, 581) 
5 (2,6) 表示 Gu 上 的 同一 个 点 。 当 HOW, (2,0) 表示 无 
穷 远 点 ; 当 8 关 0 时 ,点 Cap) 的 非 齐 次 坐标 为 1 一 aj € C. 
利用 4 的 齐 次 坐标 (a, 8), 广 闵 特征 值 间 题 (1.1) 可 以 写成 
比较 合理 而且 更 便于 研究 的 形式 
BAx = aBx, (1.15) 
本 章 就 是 从 (1.15) AWA, 讨论 广义 特征 值 问题 的 扰动 理论 ， 
定义 12. 设 {4,B) 为 4 阶 正则 对 。 如 果 存 在 (ac,6)e Gu 和 
非 零 向 量 x€ Cr, 使 得 (1.15) 式 成 立 , WR (ep) 为 {4,B} 的 
特征 值 , x 叫做 {A,B} 属于 (ce,8) 的 特征 向 量 . 
{4 ,8B} 的 所 有 特征 值 的 全 体 , 吊 做 {4,B} 的 谱 , 记 作 ACA ,B), 
由 定义 1.2 可 知 ， 
1(A,B) = {(@,8) € Gz:det(8A — aB) = 0}, (1.16) 
Alt, A | 
推论 1.1. 设 {4,B}》 为 二 阶 正则 对 .如果 PLO € C’** 为 非 
奇异 阵 ， 则 
4(PAQ,PBO) = i(A,B), 
此 外 ， 可 证 
推论 12. iz (4, B) 为 zn 阶 正则 对 。 则 (A. B) 4828 n 4 
特征 值 。 
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证 明 : 
因为 14B) 为 正则 对 ,所 以 存在 (z,o) eG, HEADER 
设 lr? 十 io 一 1， 使 得 
| det (r4 + cB) = 0, 
作 变 换 
A’=—GA+ 7B, B'’=1rA+oB (1.17) 
BQ 
4 一 一 04 十 7PB B= xA +B, 
则 特征 值 问 题 (1.15》 可 改写 成 等 价 的 形式 
B'A'x = a B'x, (1.18) 
其 中 | 
a = 一 Ga + T, B = rx + of, (1.19) 
注意 到 B' 为 非 奇 异 阵 ,因而 a(4’,B CC, FATE IAL 
(1.18) 就 是 普通 特征 值 问 题 


其 中 


显然 4 tA n 个 特征 值 , 假 设 它 们 是 eee ld, MW 1C4',B)= 
{(%,1)}?。 于 是 利用 变换 (1.19) 可 知 {4,B} IEA r 个 特征 
值 (a;,8;) ,1 = 1],..*,n, 其 中 
a= —ol,; +t, É; = rÀ; +e, -O 
把 Schur 定理 (第 一 章 定理 1.2) 推广 到 矩阵 对 ， 有 下 述 结 论 
成 立 . 
定理 1.3 (Stewart, [153]). 设 {4, B} 为 4 阶 正则 对 。 则 
TEA U,V EO", 使 得 | 
H _ [ = H ("| = .. 
UHAV = .. |= T,, UMBV = . |= Tes. (1.20) 
\o op 0 ) 
其 中 (a,b) G 一 1,.…,n) 是 {4,B} 的 特征 值 ， 并 且 可 以 适 
当选 取 U 5 V. 使 得 T， 与 T, 的 对 角 线 元 素 , REE 
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序 排列 . 

证 明 : 

对 陈 与 妃 的 阶 数 = 应 用 数学 归纳 法 。 当 = 一 1 时 ,定理 1.3 的 
结论 显然 成 立 。 假 定 定理 的 结论 对 于 = 一 工 阶 正则 对 已 经 成 立 ， 
现在 考虑 7 阶 正则 对 (A.B). 

设 (a) 是 事先 规定 的 特征 值 顺序 中 的 第 一 个 特征 值 ,v 是 
{4,B} 属于 (wg,8) 的 单位 特征 向 量 , 即 

BAV, = cBo,, (1.21) 
ZaAB, Bv) =Z (0,0) 《如 果 Ao, = Bo, = 0, WA 44， 
By 是 正则 对 ， 存 在 ACC, 使 得 de (4 十 438) 天 0， 从 而 由 
(A + 1B)o, = 0 tH o, = 0; 这 与 上 od; 一 1 矛盾 ), 并 且 (1.21) 
ARKI FE C” 的 1 维 子 空间 2, (B 8 
AR(V) + BR(V) = HR ,, : 
此 处 R(o,) 表示 由 vi 张 成 的 子 空间 . 取 Vene, (E V = 
《V1,V;) 为 西 阵 ; ANE A, 内 取 单 位 向 量 u, BR U, € 
Ce". E 0, 一 《tu,02) JEK., TEA 
| UJAv,=0, UšBo,== 0, 


BU | 
až Av, * a Bu, ¥ 
UsAV, = 5 Us BV, = . 
( 0 4) ( 0 3 
因为 (A.B) 是 正则 对 ,所 以 Cay Av,, af Bo, = (0,0), H 
Bal Av, = auf Bo, 
aA, Zale 


a = uAv, 8, = ulBv,, 
则 存在 reC, r = 0, 满足 
(æ) = rT(0,8), 
BI (a) 与 (ga,8) 表示 Giz 上 的 同一 个 点 。 所 以 Cap) 就 
是 事先 规定 顺序 中 的 第 一 个 特征 舍 。 因 此 ,有 


a > x< 
UPAY, =( )， ugn = (" ). 
0 A, 0 B, 
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然后 应 用 归纳 法 假设 ， 对 于 ”一 工 阶 正则 对 (4, B, 存在 
n 一 1 阶 西 阵 U, 与 Vis 使 得 


Œa * ĝi * 
UTA, V, = `. 5 UT BW, = a 5 
0 a, 0 Ba 


Fai 


其 中 (a, 02 ) 2 ° ° 人 cn Pn) 按 事先 规定 的 顺序 排列 ， 


最 后 , 令 U 一 ( 。 jr =(, p 7o 显然 U 与 V 


SAA, 并 且 使 (1.20) 式 成 立 . O 

从 定理 1.3 立即 得 出 
”推论 1.3. 设 (A, By 为 # 阶 正则 对 。 则 存在 非 奇 异 阵 了 与 
ABV, E 


a, * (h * 
| `. Jpn s =e( `, ig (1.22) 
0 c, 0 B, 


其 中 (api) 满足 lal? + Bl? 1, impa, 
EN 1.30, i (A.B) 为 奇异 对 ， 其 中 A,B EC”, WR 
max rank(gA — 2B) = K, 


(4,4) € G,,: 


im (c,8) € Gia 使 得 
rank (BA —aB)<k, 
WRK (a, 8) 是 (A. B) 的 一 个 特征 值 。 如 果 非 零 向 量 x € C0”， 
使 得 
BAxX—auBx, (Ax,Bx) # (0,0), 

Wer x 是 (A.B) 属于 特征 值 (a,86) 的 特征 向 量 . 

(A.B) 的 所 有 特征 值 的 全 体 , 记 作 4(4 ,8). 

容易 看 出 ,定义 1.3 是 定义 1.2 的 推广 ,并 且 有 类 似 于 推论 1.1 
的 结论 ， 即 有 

推论 1.4. ik i4, B) 为 奇异 对 ， 其 中 A, Bec’, WR 
PEC” 与 0€C"*” 均 为 非 奇异 阵 , 则 

i(PAO,PBO) = (A.B). 
此 外 ,还 有 
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推论 LS. 设 (A.B) 为 奇 宅 对 ,4 与 马 有 (1.10) 式 所 示 的 标 
准 形 。 则 | 
ACA B) 一 aJa Js). 
证 明 : 
利用 推论 1.3 和 标准 形 (1.10) 可 知 


rank (A — 1B) == rank [z (* i ) E 1 i )) 


0 L, 0 Ls 
== rank(uJ4— 1J5) + rank(uLa — iLp). | 
注意 到 | 
rank (ul 4— ¿La) = const, V(4,z)D € Gis | 
所 以 (a, B) € 4,B》 的 必要 与 充分 条 件 是 (a,B)&€ Gu 使 得 
rank(SJ , 一 aJe) < anak, rank( aa —Ajs), 


BH (a8) €ACJasJe). = 


13 广义 特征 值 问 题 的 稳定 性 


当 (A. B} 为 奇异 对 时 ，{4 , By 的 特征 值 与 特征 向 量 一 般 
并 不 连续 依赖 于 4 与 互 的 元 素 的 变化 。 例 如 
2 Os 1 0 
a= 1) B=(_ io) 
利用 非 齐 次 坐标 ， 显 然 有 1C4A,B)= 125, 并 旦 任 一 向 量 x* = 
EoD EC, 只 要 E 20, 它 就 是 {4,8} 属于 特征 值 2 的 特 
征 向 量 . Wee 


2 £ 1 £ 
A, = ( )， B, = ( )， O< <1. 
£ 0 . € 0 . 


易 知 {14。,B。} 是 正则 对 ，4(4。,B。) 一 {1,1}, FA {4,,B。} 属 
于 特征 值 1 的 特征 向 量 为 x = (0, 1), 于 是 我 们 看 到 ， 当 & 一 
+ 0RI, 4.— A,B,— BE {4,,8.} 的 特征 值 是 1 不 趋 于 2， 
特征 向 量 (0, 17 ABP C 中 任 一 满足 S, > 0 的 向 量 G. 

当 (A.B) 为 正则 对 时 ，{4 , By 的 特征 向 量 也 并 不 一 定 连 
续 依 赖 于 4 与 .8 的 元 素 的 变化 ,比如 对 于 
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0 0 ice, 、 0 0 1! 
{4。, Bey 的 特征 向 量 在 6 = 0 处 不 连续 ， 但 是 正则 对 的 特征 值 
却 是 连续 地 依赖 于 和 矩阵 元 素 的 变化 。 下 面 的 定理 1.4 将 说 明 这 一 
A. 

在 叙述 定理 1.4 之 前 ,还 须 指出 : 因为 84x 一 cBx AJIA 
(a, P) 分 布 在 Gu 上 ,所 以 为 了 测量 特征 值 扰 动 的 大 小 ,将 采用 
Gin LAKE E Cle) r ,5))( 见 第 二 章 (4.38)), 其 中 (a,6)， 
(7 ,0) € Gia 

定理 1.4. WP {4,B} 与 {C,D} HA n ENH, 4 = (zi) 
与 B = (pi) 有 分 解 式 (122). 又 设 C = (Gr), D = Gi), 
1(C,D) 一 {(7Y;,6:)} ， 并 且 无 妨 假设 


Ir; + 8; [7 = 1, tm i,e.. gn, 


/1 0 0 ite 0 0; 
ane ite 1 |, B. =| 0 1 o |, 


& 
p = |\deP|, (1.23) 
M ~ max{V Jaa) + lal Viral + laah (1.24) 
IKCA,B) — (C, D) = VA — c|j; + B — DE,01.25) 
A = "(n — 1) M” \(4,B) —(C,D)|2 — G.26) 

和 
A, 一 A/P”, (1.27) 

则 对 于 任 一 (7,6) € a(C,D), DAZE (a; 8) € ACA, B), 使 得 

e((a;,8;),(7,6)) < A, ; (1.28) 


并 且 当 A, 足够 小 时 ,存在 1,…,n 的 一 个 适当 的 排列 x(1)，…， 
x(n), 使 得 
OCC; Bi) T ai Sra) ) < a — IDA, (1.29) 
证 明 : 
l) < 
p(a,8) = det(84 — aB), bla,8) = de((8C — aD), 
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Ca) E Gir (alo + [Blo = 1, 


H 5 nj TF 
1Ip(a8) — $(e ,8)] < A". (1.30) 
事实 上 ， 有 
(pCa, B) — Hap) 
‘Bai — aÊ, ee ees Bain _ 28 sm 
< Dy | det Bar B, -Barab Brki asair Ben 2S | 
Noe ae, IL 7 ar. aa, l 
Bau mPa O oo feeen | 
— det| Bær, — abr Baria abra piliata raras atn] | 
a ee ... BY Bn 


= >) (Bar 一 cpBkiD — (Bar — 842) fderT arf. 


(hed) 


其 中 D 表示 对 指标 RD RRR 


ab 
C1.1),°++,C1,7) C251) ,+ (2s2)  ,(n,1),- (non) 
RMS Ty ECH, 它 的 每 一 行 的 Eudid 向 量 范 数 不 超过 
(n 一 1)M ， 因 此 根据 Hadamard ABR, 
[detTy| < [(s — 1)M 1"; 
此 外 ， 
IC Beta, — abu) — (BY gr — ay) | 
< ACH — rl? + Py — Ol? = 


| 


所 以 


= 


|p(a,8) 一 Wap) < Dd} eull — IM 1" 
(kD) 


<r] Deh [Cn 一 TOM] 


(Ref) 
= LA’, 


2) 设 (7,8) Æ {C,D} 的 任 一 特征 值 ,并 且 ri 十 181 一 
1， 则 由 (1.23) 和 (1.30) 可 知 


[I se, A) 


f =1 
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= 六 1p(7 ,6) — AA ,6 ) | < A"/P, 
注意 到 上 式 堪 端 等 于 H e((a;8;),(7,5)), MA A 


JI o((;,B;), (7 ,6)) < _ = Az; 


因此 ， 至 少 有 一 个 Cashi) ,适合 
PCa sbi) CT 5)) < AL 


3) + 
D a (a; ,Bi ) == {(a,8) € Ginz: o((z,8),(c;,0;)) < Ai}, 
¿= l, n. (1.31) 
并 假设 Ay 足够 小 ,使 得 
GAU Zalas b) = G. (1.32) 


WE p((e bi), (æi) < 2A, MER (e, B81) BH Cæ 6;) 
相 邻 ; 如 果 存 在 G4, 上 的 点 列 Cass Bodo tto Ce, Poro EI 
(e ,81) ,C0», ,B,.) s ° * ° ,CO oP oh) oC aj ,8;) 中 , 除 Ce; ,8;) 外 ,每 一 后 
都 与 前 面 的 一 点 相 邻 , 则 称 Cas 6;) £ (G, pi) 相连 。 现 将 后 集 
(Cæ h)a 划分 成 :个 子 集 28,'……, 8,。 划 分 的 原则 是 : 所 有 
相连 的 点 属于 同一 个 子 集 ,不 相连 的 点 属于 不 同和 的 子 集 ， 
A | 
G= | Zalak) k =1, s, (1.33) 
Ca;,8;) € Op 
G, ARW OG,, CHARS ME Euclid AIA be. 
引进 函数 
X,Ca,8) = pla,8) + 1(h(a,8) — pla,8)), | (1.34) 
(a,0)€ G, jel? + [Pr 1, OR <1, 
可 证 | 
X,(z,0) = 0, v(e,0)€ LJOG,, Wee [0,1], (1.35) 
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事实 上 ,如 果 对 于 某 一 个 € [0;1]， 在 在 
(w 8"), \a’ |? + |p|? —1, 
使 得 xc 8) 一 0， 则 由 
b LI (Bo — «'B;| = | pCa’ 56)| 
= 1\ pCa’ 8") — ple pl < A" 
Bp 
I] a, — #8,| < 全- =A} 
可 知 , 必 有 某 一 《ai ,8i) 使 得 | 
ea’ 38") (a; ,Bi')) 一 | B’ æ; 一 æ; | < As 
BN Cap) 必 位 于 某 一 个 G, 内 。 所 以 ,我 们 的 断言 (1.35) 成 立 . 
4) 根据 (1.32), 在 C 内 存在 点 so 上 【Gi + 
k=1 
ng, 
V1 + lel? V1 + | 20/7 
fE Möbius 变换 


BH 


l )- CoG ) (1.36) 


( 它 是 把 点 = 变 到 无 穷 远 点 co 的 分 式 线性 变换 )。 于 是 
pla,8) = 一 PEE 51). pleg) = 一 P(E sn) 


Xag) = YE m); (1.37) 
inl By, G,,° ° > G, 分 别 变 为 G,- °° Gy, 并 且 
U G,CC. (1.38) 
今 在 UG, 上 考虑 函数 
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CE .n) = (EN) HDE) — EEn) 
由 (1.38) 知 


z= 2 eC, V(£ ,m) € UG, 
' k=l 


因此 ， 可 记 
P(E ,7) 一 Pz), bE sn) = pz), 
Y(t,n) = ICA z € U G,, 
k=] 
它们 适合 关系 式 
£ (z) = @@) + ($ (z) — pe). (1.39) 
根据 (1.35 )， 


glz) #0, Vee UJ6G,, wee [0,1], 
k=1 


所 以 ,对 于 任意 固定 的 ¿e [0, 11 和 任意 固定 的 《(1 <k<s), 
有 | 
px = mip IX:Cz)| > 0. 
记 
tle) = old Cz) — @(z)), o € R. 
取 绝 对 值 充 分 小 的 o, 使 得 
max|& (2) | <P, 
于 是 G, 上 的 解析 函数 ue) 与 5(z) 在 8G， 上 恒 满 足 
| G) > |£ (e). 
据 Rouché 定理 ( 见 第 三 章 $ 1 的 脚注 )， 
£ (z) + Cl) = (z) + G +o) — C2) 
与 
£, (2) = P) + :(@ (z) — ple) 
在 G, 内 有 相同 个 数 的 零点 。 因此 ， 在 [0,1] 上 任 一 点 : 的 邻 域 
H, u 的 零点 个 数 NC(z) 是 个 常数 。 从 而 可 知 NGO E: 
在 10, 1] 上 的 连续 函数 ， 注 意 到 NG) 只 可 能 是 自然 数 ， 所 以 
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NG) = 8B Ge (0, 11). aH, EU39) ARMs = 0 与 
1 一 1， 得 到 6) 与 (x)， 它 们 在 每 个 G, (% 二 1,…,s) 内 
有 相同 个 数 的 零点 。 再 利用 变换 《1.36) WR, ple, f) 一 0 5 
Kag) 一 0 在 每 个 GKK 一 1,…,s) 内 有 相同 个 数 的 零点 . 

考虑 任 一 固定 的 AU < k sç ), 假定 plal) 一 0 5 Me, 
0) 一 0 在 Gi 内 各 有 N, SE. HEC, 的 构造 可 知 , 在 G, 内 ， 
plap) 一 0 的 每 个 根 Cap) 与 pal) 一 0 的 每 个 根 (7; ,6;) 
的 距离 适合 

pC (a, Bi) CTi) S ON, — DA S (2n — DA 
所 以 存在 {C7;,6;)} 的 一 个 适当 的 排列 (nay Fn) 9° `° ,TY rn) » 
Sd, E1 | 
OC (0; Bi) CT ni) Bay) < (2n — DA LJ 

注 1.1 所 谓 广 义 特征 值 间 题 的 稳定 性 ， 指 的 是 矩阵 对 (A, 
B) 的 特征 值 与 特征 向 量 是 否 连续 地 依赖 于 4 与 互 的 元 素 的 变化 。 
就 这 个 意义 来 说 , 定理 1.4 表明 正则 对 的 特征 值 是 稳定 的 , 旭 对 于 
任 一 固定 的 正则 对 《4 ,B1 以 及 不 断 变 化 的 正则 对 (C.D), 如果 
矩阵 C 与 D 分 别 趋 于 4 与 B, 则 {C,D} 的 广义 特征 值 趋 于 {4， 
By 的 广义 特征 值 ， 但 这 并 不 等 于 说 ,对 于 任意 两 个 正则 对 {4 ,B} 
与 (C,Dy, 只 要 C 与 D 分 别人 千 近 4 与 B,，{C,D} 的 广义 特征 值 
就 一 定 人 靠近 {4 ，B} 的 广义 特征 值 。 这 一 点 值得 注意 。 例如 ， 


考察 下 列 两 个 正则 对 
T L 0 — 0 
{4 ,B} -1 ) (v2 J} 
.0 0 . 0 E 
i o, — oÓ. 
{C,D} - |v" ) i 站 0 <s < l, 
o e 0 o0, 


4(A,B) = 1{(1,1),(0,1)}, 
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利用 非 齐 次 坐标 ,有 

¿1CA.B) = {1,0}, 2(C.,D) = {1,0}, 
|C — Al, = |D — B|, = s < 1 RHC 与 D 分 别 靠近 4 与 孔 , 但 
是 {C.D} 的 特征 值 (1;0)( 甚 非 齐 次 坐标 为 co ) 并 不 靠近 (A.B) 
的 任何 特征 值 . 如 果 应 用 定理 1.4, 则 (1.23) 一 (1.27) 诸 式 所 示 的 


E, 分 别 为 
(es 


IC4,B) — (C,D)|, =~ 28, 
A= sive, A = 8. 
RA (1.29) 式 也 可 以 看 出 ,无 论 正 数 。 如 何 小 ,根据 定理 1.4 所 得 
到 的 特征 值 的 扰动 界限 并 不 小 . | 
i (A.B) 5 {C.D} DA n PEM, 
1CA,B) = [((e;,8,)Y, MC,D) = {(7;,8,)}. 
为 了 表示 4(4,B) 5 2(C,D) 之 间 的 差距 ,特地 引进 下 述 几 个 量 : 
1) {C.D} 对 (A.B) 的 谱 改 变量 


sa nA C Dy = max (min eCe) 07 581 ))5 (1.40) 


2) {4,8} 5 {C.D} 的 特征 值 改 变量 
elA,B),1C,.D)) = min max pC Capi) sC wo 8.) (1.41) 
其 中 式 是 1， gn 的 某 一 个 排列 ,上 式 在 刀 的 min 表示 在 1 9° °° fl 
的 所 有 可 能 的 排列 上 取 最 小 便 ; 

3) {4,8} 与 {C,D} 的 谱 的 Euclid 距离 


P = 


e( {4A :有 CD) = min |C) Dai) ) o (1.42) 


Hp r E latten 的 某 个 排列 ， EA a BJ min 表示 在 1 n 


的 所 有 可 能 的 排列 上 取 最 小 值 . 
利用 上 述 记 号 , 定理 1.4 的 结论 (1.28) 和 (1.29) 可 以 简单 地 
记 作 
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sa, CD} <A, 
v({4,B},{C,D}) < (2n — DA,. 


14 几 类 重要 的 正则 对 


定义 1.4,， 设 {4,B} eo EMM. wE C 存在 由 (A.B) 
的 特征 向 量 所 构成 的 一 组 基底 ， 则 称 (A.B) 为 可 对 角 化 对 或 
可 正规 化 对 ); mR CO 存在 由 《4,B} 的 特征 向 量 所 构成 的 一 组 
标准 正 交 基 。 则 称 {4 ,3} 为 正规 对 . 
所 有 ? 阶 可 对 角 化 对 的 全 体 ， 记 作 De): 所 有 7 阶 正规 对 
的 全 体 , 记 作 NG). 
EJE 1.50, 设 {4,B} Æ r MEM. 则 {4, B} ED) 
的 必要 与 充分 条 件 是 存在 非 奇 异 阵 S.,Q eC, EG 
SHAO = diag(a,,-*+,0,),S°7BO = diag(f.,°°+58,). (t 43) 
证 明 : 
充分 性 . 设 A. p 有 分 解 式 (1.43), id Q = (q,a), 
g, E01 一 1,.…,n。 则 由 {4, B) 是 正则 对 ， 以 及 存在 分 解 式 
(1.43) 可 知 
(e;j,B:) = (0,0), q; = O, 
BiAq: =a;Bq;, t= 1,..*,n, 
Ble, {4,8} ETE (e, p) 的 特征 向 量 , i 一 1,…,n. 
因此 , C 存在 由 {4,8} 的 特征 向 量 组 成 的 一 组 基底 g ,9qg;. 
所 以 《4,8 是 可 对 角 化 对 . 
必要 性 . 设 (A. By 存在 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 9 …， 
Fn: 
B;Ag; = az,Bqg;, (op) = (0.0), i= 1,°°+,7, 
则 可 根据 9 q, 构造 了 个 向 量 Fitta: 
=d faja aro R i= 1 7 (1.44) 
Bq,/8; “4 0, #0 时 , 


> 


0 = (Gist ttn) R = (加 
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A = dagat tper), Q = diag (is ttapa)» 
则 《1.44) 表示 
AJQ = RA, BỌ = RQ, 
于 是 
1 = RAQ”, B= REO. (1.45) 
再 根据 (4B) 是 正则 对 ,存在 4€C， 使 得 det(4 + 1B) #0, 
PD) 
detR » de (A + 210) detQ™ = 0. 
HARUAR. $ S# = R, Wh (1.45) 立即 得 到 分 解 
A (1.43). O 
同 进 可 证 
定理 1.6. iz {4,B} 是 # 阶 正则 对 ， 则 {4,B}EN(n) 的 
必 紧 与 充分 条 件 是 存在 非 奇 完 阵 S MAU, Ei 
S 41 = diag(a,,-++,a,),S7BU 一 diag(8 8 (146) 
定义 1.5， 设 A,B €C 19% Hermite E, one 
c(A,B) = min |x" (4 + ;B)x| > 0, (1.47) 
则 称 14, B} 为 #* 阶 定型 对 ，c(4,B) 电 做 定型 对 (A. B) 的 
Crawford 2%, 
所 有 # 阶 定型 对 的 全 体 , 记 作 D(x). 
7381.7. 设 {4,B}E Dla). 令 
A, = A cose — B sin g, (1.48) 
B, = Asing + Beosp, g € R. 
则 存在 p €e [0,2x)， 使 得 (1.48) 式 中 的 Bo 为 正定 阵 , 并 且 (4, 
B} 的 Crawford 数 


c(A,B) = lmin( Bç), (1.49) 
此 处 Amin B.) 表示 By 的 最 小 特征 值 . 


证 明 : | 
BAS A + 18 的 值 域 
F(A + ID) = (x"CA + iB)x:x € C ,lxl, = 1), 
ites S4, FCA + :B) 是 CC 内 一 有 和 寞 团 同 集 ; 再 由 (1.47) 
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AAl, F(A + B) 不 包含 原点 ， 
设 (1.47) 中 的 最 小 值 在 x € Cr WKB, Va 
bo 一 x, (A 十 ¿B)x,, 
则 有 
15 = min{ |£]: € F(A + iB)} = (A.B) > 0. 
因此 F(A + 18) 必 位 于 不 包含 原点 的 闭 半 平面 
2 一 [zeCiReCiee) > tol} 
之 中 (如 图 4-1 Aras). 


F(A+iB) 


图 4-1 
ERE], (1.48) 式 可 写 为 


A, + iB, = e'*( À + iB), (1.50) 
并 且 易 知 ,经 变换 (1.50), ((A;,,B,)= (A.B). IN, F(A + 
iB) 5 2 按 反 时 针 方 向 旋转 中 角 ， 分 别 变 为 Fe + iB。) 和 
Ao WOES 2。 位 于 上 半 平 面 之 中 , 则 fA 一 0。 这 时 ， 
对 于 C 中 的 任 一 单位 向 量 x, 有 
xH B.x > c(A,,B,) =c(A,B) > 0. 
因此 ， 
min x" B x = x!!B x, = c(A,B)> 0. (1.51) 


中 xl 一 1 
(151) AREA, BL > 0, x 是 Bo 对 应 于 Amil Be) 的 特征 向 量 
(本 市 习题 1). HE c( A.B) 一 Lmin Bo). Í | 
容易 证 明 ， 对 于 《1.48) 式 中 的 Hermite 阵 4; 5 Bas 4B, 
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为 正定 阵 时 , 必 存 在 非 奉 寞 阵 Q , 使 得 OF 4,0 与 Bo。9 同时 为 
对 角 阵 《本 节 习 题 2); 因而 ,对 于 (1.48) 式 中 与 A; 和 B, 相对 应 
的 4 与 8, 0”40 与 QUBQ 同时 为 对 角 阵 . XUE T 

定理 1.8， 设 14,B}e D(xn)， 则 存在 非 奇 异 阵 OCC, fE 


得 
Of AO = diag(aist cn)， 
O"BO = diag(Bis** t Bn). (1.52) 
进而 可 证 
推论 1.6. 任 一 定型 对 {4 ,B} 必 为 正则 对 . 
证 明 : 
根据 定义 1.5， 


la Axl? + [xP Bx > (A,B) > 0， 
wee C, l|, = 1. 
利用 分 解 式 (1.52) PAO, © Q x= y, WA 
| y"diag (a,--+,@,)y¥l? + 17 diag(8 ,6,)y]2 > 0, 
VyEC”, y = 0. 
由 此 可 知 (6;,Bi) A (0,0), ¿= 1,°--52, Am 
dal A + 1B) = |detQ\~’ J! Ca; + 18:) 天 0, € C, 


所 以 (A.B) EMX. C 
定理 1.5, 定理 1.6 和 定理 1.8 表明 , 可 对 角 化 对 、 正 规 对 和 定 
型 对 分 别 是 可 对 角 化 阵 、 正 规 阵 和 Hermite 阵 的 推广 ,并 且 
N(z),D(n2CD,(n). 
值得 指出 的 是 ，Hermite 阵 必 是 正规 阵 ， 但 定型 对 不 一 定 古 正规 
WY. 


习题 


1. 设 HeC” 为 Hermite E, x EC”, Ilxj,— 1, WE 


min x” Hx = x; Hx, = «a, 


xe i!2=1 
证 明 x J H 4 PPE «的 特征 向 量 ， 
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2. A,B EC sy Hermite 阵 ,并 Ei 3 > 0, RIE: 存 
在 非 奇 异 阵 X = (x, ……,x, E Oe, 使 得 
KXAN 一 diag(7 "7s), XHBX = 1, 
J: Ë. Ax; == y; Bx;,i = l,- n, 
3. 设 {A,B} ED»), Hh 


1” 0 
B= ( ), l<r<n—1, 
0 0 


A,, Á, 
如 果 将 4 分 块 为 A= h 人 J) 其 中 dO, RA A> 
2 422 
0 或 者 A, < 0. 
4. 设 A,B e Csxe WE FEER US V , 使 得 
4 = Udiag(a,, see :on V5 
b = Udiag( Bi» +248, )V 


UR SRR a ABU 5 BRA 均 为 正规 阵 。 


§2 Gerschgorin 理论 


2.1 Gersehgorin 型 定理 


首先 证 明 一 个 一 般 性 的 结论 ， 
EH 2.19), 12 {4,B} 与 {1C,D} 均 为 z 阶 正则 对 。 令 
Diam 一 {(a,8) € G,,2:||(8 C—aD)"'[ BC C—A)—a(D—B)]|| 


> 1 或 det(8C — aD) = 0}, (2.1) 
Sich 表示 任 一 种 相 容 的 矩阵 范 数 ， 则 
ACA, B) D14. (2.2) 


证 明 : 

ER Cæ, 8) EACB), AE lal? 十 18 一 1。 有 两 种 
可 能 : 

1) (a,8)€1CC,D), Bl detC@C — aD) = 0, 

2) (e,0)& 2(C,D), Bl EC — aD Ww, Wx E A.B) 8 
T (e,0) 的 特征 向 量 , 则 
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BCx —aDx = [8(C 一 4) 一 ec(D 一 卫 )]x。 
由 此 可 知 
(BC 一 cD) LACC — 4) — «(D — B)1lI > 1, Í] 
注意 到 ， 对 于 A= (ay), B= (Ba) E OC", WR {A,B} E 
下 由 对， 则 必 存 和 在 排列 方 阵 P， 使 得 AP = (au) 和 BP = (8%) 
WE Cabu) Æ (0,0), 一 1 32。 所 以 ,在 本 节 内 ,无 妨 假 设 
正则 对 14,B} 满足 


(c; ,Bii) 天 (0,0), i= 1, n, (2.3) 
EH 2.2.77 设 {4,B} 为 二 阶 正则 对 , MERE (2.3), > 
D,CA,B) 
= {(a56) € G2? | Bo, ~~ aß; | < >, | Pa; — Balt 
¿= ],-++4n, (2.4) 
Ry 
1(4,B)C U DiCA,B), 
证 明 : 
在 定理 2.1 中 , 取 


C = diag(ai， os s8nn) AN D = diag (Bus “ee snn) 
FRG lle 则 (2.1) 为 
> [Bes; 一 aß; 


W148! = cap) € Poem a = 1 


Bt ][ (ea, — 8) 一。 | 
容易 验证 ， 
Za = U D,( A, B). 
并 利用 (2.2)。 立 即 得 到 
4,8) U D,C2,B). | 口 
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注 2.1. 可 以 把 (2.4) 式 所 示 的 D:(4,B)G 一 1 2) 称 
为 {4,B) 的 Gerschgorin $R. WR VERE PE 2.2 中 取 B =I), WQ 
D(A,B) 便 是 4 的 Gerschgorin BE GAJ i = 1,3 LES 
= # $ 2 (2.32). 
TW ERA (2.3) 的 4 = (a) 与 B = (pu) E 0%", < 
By = (Gs `" Oiii gta oin) s 
b; = (Bist ° ° oPii—toPitis’** ain)’. 
AHE, (2.4) 式 可 改写 为 


D,( A »B) = (8) € (zi 3 PC (G; 583;)5(%58)) 


< lab; Boill, | 
Jel? + Bl)C ol? + (eat) 
¿= l,- n, (2.5) 


以 下 用 Dab) RRA Cah) € Gi HPD, Wx So 
为 半径 的 非 Euclid HÆ, F 
DB ha; b) = [(e,8) € Giel lal) (a,8)) <S X). (2.6) 
注意 到 〈2.5) 式 右 端 括号 内 的 


lab; — pa; < 2; Qal |B. + 18| lasl) g 


= {car + D(t] + (Stay 
— [Cle le; | — I8) aut] 


< VJ le|2 + |8|2/ la + b; ， (2.7) 
所 以 ,如 果 令 
G,(A »B) = 一 D x; Cii Bis)» 
o fek + hbll pina 2.8 
k fe ee, oe (2.8) 


WEH 2.2 和 (2.5) 一 (2.8)， 并 利用 定理 1.4， 采 取 与 第 三 章 完 
理 2.2 同 样 的 证 昌 方 法 ,可 导出 正则 对 的 Gerschgorin 型 定 埋 如 下 
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定理 2.3). 3% {4, B) 是 满足 条 件 (2.3) Kn MENS. 
则 
1) (A4,B)C \JGA,B), (2.9) 
其 中 G,CA,B) 如 (2.8) 式 所 示 , 吕 做 {4,B} BY Gerschgorin 非 
Euclid 圆 盘 ,( 简 称 G 圆 盘 ) :一 1 … 0; 
2) MR {4,B} 的 mm < n) 个 G 圆 盘 的 并 集 不 与 其 它 的 
G 圆 盘 相交 , 则 {4,B} 恰 有 和 关 个 特征 值 在 此 并 集 之 中 。 
# 22. & 
G,(A ° B) = oh) 
Dal fail? + [Bul 
ji = 过， 


O les + esl 
则 由 不 等 式 


VJ lali + lll < ENV ail? + (pal 


= ].,:` 77。 (2.10) 


可 知 
G,( A ,B)EG(A »B), 1 == laeten, 
因此 ,在 定理 2.3 中 ,可 以 用 G;(A,B) tO GCA ,B ) i = | °” “5 
注 2.3. 从 定理 2.3 的 结论 1), 可 以 推导 出 任 一 和 矩阵 
A= (a;i) € (Cs 
的 Gerschgorin [lft G;,i =l, eon UL B=BQ.3)), BE, 
RABAT ET 0, AEA) R 
定理 2.3, 存在 i, 使 得 (14,2)€ G:C4,B), B 
Claut) (24) < Dhol / les EP, 


从 而 有 
|a 一 «;;| < 1 al ` 之 ojil 。 


在 上 式 中 令 :一 +00, EEF 
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2e G,( A) = fre C: |1 — a;l < Sal}. 


2.2 应 用 举例 


i {14B} E€ De(n)， 据 定理 15, FES RE 
X = (x Xs) 5 Y = (Nise In) 
其 中 x, 与 yG= 1, an) PAAA, 848 
YFAX = diag(a,5-++5a,), YHBX 一 diag(8 t 38a). (2.11) 
设 s 5 EF€ CO’ AE 4 BARUNA rH cel, 
E = (e;) 5 F = (fu) 满足 
Vlei? + lhil?<1, 1<;, j<n, (2.12) 
令 
YFEX = (pi), YHFX = (by), 
Te (p 与 (4;;) 满足 
Vipal + [da Sn, 1<ij<n. (2.13) 
Re 足够 小 ,可 使 {4 十 sE,B 十 EF} 是 正则 对 . 
设 (4.8) ELA, BS MPI < p < n) 重 特征 值 ,无 妨 假 定 它 
们 是 (a1 ,81) . ` (Ge ofr). B ZE 2 fA]: {A +eE,B + eF} EA 
A pA (a8) 的 特征 值 ? 它们 之 间 的 距离 有 多 大 ? 
应 用 Gerschgorin 型 定理 (定理 2.3), 可 得 下 述 结 论 : 
I. lapsn—l 的 情形 。 令 


0 = mia o( Ca, 581) 0,0;)), (2.14) 
vı = min v le? + 185]? 
= min a/ |y Ax, |? + ly! Bx; |, (2.15) 
Iip 


v, = min J lal? + 18 > = min{y,, va} (2.16) 
p+ l<: Nn 


E EP? pe 
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则 当 e 满足 


eC< np + Vee < (2.18) 
Bt, [4A + sE, B 十 EF} 156 p DIEA A SE Euclid [B] #£ 
Dy (er 981)5 
2°, p= n 的 情形 。 令 
y= min yla; + |8,|2 (2.19) 
l<; <> 
和 
x, 一 28 ， (2.20) 
p — £ 


则 当 e <> Wr, [A + 8E, B + sF) 的 7 个 特征 值 全 部 党 入 非 
Euclid AA Z, (æf). 

证 有 明 妇 下 : 

io, 设 1 志 pp 过 4 一 1。 取 一 待定 的 正 数 o, 用 sz/ c 分 别 乘 
以 A=VY#(A+cE)X 与 和 一 YH(B 十 sF)X B3J2 bP + 17 
到 第 = 列 ,所 得 到 的 矩阵 记 作 {4,8}， 则 由 注 2,2 HI, 当 i 一 1， 
2,…sp It, G(A,B) 中 的 点 《a,8) 必 满 足 

pC Cai epiisBi + epi) ,C08)) 


sp —_ í í asi n — _ 
e XW | gó]? + | tE SV | eal? + Idal 
j=1 j 
+i 


1 一 六 十 1 
< 


|; + Epal“ + | 6; 十 e p; | 
n | C — Ds + G — p) =| 

<— CC 1 1 ^ 

V Toil? + 18:1? EV Veal? + Lebel? 
n e — 1)e + (n — p)2-| 

oC 
Vv, — 8 

再 利用 弦 度 量 的 三 角 不 等 式 , 可 知 , GA, B) G =1, sp) 中 的 
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多 


PK((ozsp) (xD)) 
< eC Ca; yp ) (os 十 S£ @;; oi + ep:;)) 
+ e( Ca; + Epi; of; + Edb;;),(a,8)) 
n [pet G — p) °° | 
J 


< p, — 8 = X,( e); 


同 理 , 4 z = p 十 loreen HT, GiCA,B) RAD Ca, 8) Ws Hj XE 
eC Ca; + bp 58; + Epii), 0,6)) 


e 5V lon lol + |; |° +e S Vle pal 


j=1 TEH 


IN 


la; + epal + = + epul’ 
n| pe + (n — p — De | 

g 
(v, — €) ° 
再 利用 三 角 不 等 式 ， 可 知 G (Á, B) (: = p + 1 … n) 中 的 点 
(a£) 满足 


< 


nl pe + (n 一 p= | 
0( Ca; .8:),Cao8)) < mennan p, 一 8 = X,Ce), 
今 取 o =n —p, 显然 当 e 满足 条 件 (2.18) 时 ,有 
Xi Kg) + Xe) < iptv e <6, 
即 | 
Usk A.B UGA B) = g. 
因此 , 根据 定理 2.3 的 结论 2), (4,51 恰 有 ?个 特征 值 位 于 
UGCA, B) 
之 中 . 
再 注意 到 
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f 
U G,( Á ,Bb)C Z, (aa VDP 


所 以 , 当 8 满足 条 件 (2.18) BJ, {A 十 EE,B 十 EF} BA PHS 
征 值 落 入 D, (01,81). 
2°, i p= n. 由 注 2.2 知 , 对 于 4 一 YH(4 + sE)X 和 
B =a YH(B 十 gEF)X, Gi( A,B) (i = laten) 中 的 点 (a,8) PA 
满足 | 
eCCa; + E Dio Pi + Edp) »(a,8)) 
eV loa? + dal 
j =e í 
Te; + epul? + |8; + sr |° 


< n(n — le 
— > — £ 5 


再 利用 三 角 不 等 式 ,可 知 G (4 .B)G = 1,::: n) 中 的 点 (ef) 
满足 
o((a;,8;),(e,80)) < -2— = X,, 
p — E 
因此 根据 定理 2.3， = Sy 时 ， 有 
ABC U GLA, B) E @, lab)» 
即 {4 + sE,B + eF} 的 > 个 特征 值 全 部 落 入 Zr Cash). O 
注 2.4。 上 述 结论 表明 ,如果 ClO 是 可 对 角 化 对 {4,B1 的 
? 重 特征 值 ， 则 对 于 《2.12) 所 示 的 扰动 EE AleF, {4+ ck, 
B+ £F) 必 有 ?个 特征 值 (Yis) . (7p，5p)， 满足 
p(B1) (7i,6;)) S oa tr=1,---,P, 
其 中 
v = min / ly Axil’ + ly! Bx, |, 
1 <: <p 
X s tap 和 y, ` ° Yp 分 别 是 {4 „B? 属于 特征 值 (ab) 的 
p 个 单位 右 特征 向 量 和 单位 左 特征 向 量 ， 因 此 ,可 以 把 2 fv, 看 作 
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{4,B} We BRE (ales) 的 茶 件数 ， 

注 2.5 本 节 取 自 本 书 作 者 的 论文 [22]。G. W。Stewart[ 156] 
最 旱 把 Gerschgorin 定理 推广 到 正则 对 。 作者 从 一 个 一 般 性 的 命 
E ER 2.1) 出 发 ,导出 了 类 似 于 Stewart 的 结果 ,同时 消除 了 
Stewart 论文 中 的 某 些 含混 和 不 够 产 格 之 处 。 
习题 

1. 设 (a,8) 是 7# 阶 正则 对 {4,B} 的 单 特征 值 , x 与 x 都 
是 {4,B} ET (a,8) 的 右 特征 向 量 , 则 必 有 x == yx, y €C. 

2. 设 《ee,8) Ben 阶 正 则 对 (4,B} HAREE, x 与 了 ZY 
别 是 44,B} 属于 (a,8) 的 右 特征 向 量 与 左 特 征 向 量 , 则 (ax, 
yi Bx) = (0,0), | 

3.1% a, Bs ay, Bk Z0, k=l, an, 证明 导 等 式 


> Cai, 十 sa| 
k=1 
= (ai + p) (Ze ) + (Sa) | 


“k= 1 


一 > (aay 一 pp | . 


§3 定型 对 的 特征 值 
3.1 Crawford # ¢c(A,B) 的 性 质 


对 于 定型 对 {A,B} MeL, Crawford 数 c( A. B) 是 最 重要 
Mme. c(4,8B) 不仅 出 现在 定义 1.5 中 ,而 且 还 经 第 出 现在 定型 对 
特征 值 问 题 的 扰动 界限 之 中 ， 

首先 证 明 c(4,B) 的 连续 性 质 , 邵 

€J 3.1, 设 A.B, A= A+ E E B= B+ F J> n 
ip Hermite FE. MM 

|e(3,B)— c(A,B)| < (IER + IFD. (3.1) 


©2556 


证 明 : 
TARUH 
c(A,B) > e(4,B) — (EI + IFIED. (3.2) 
利用 (C A.B) AYE MCU CAD 式 ) 和 不 等 式 
V (a tay + (8 + yy > /@ ++ — +8, 
ABT SER, 
可 得 

(A,B) = 《4 + E)x] + [x"(B + F)x]yš 

> min [[(x" Ax)' + (xw! Bx)°]š 


ihe p= 
— [(x? Ex)’ + (x4 Fx) ]?} 
> min [(x#Ax)y + (x" Bx)2]5 


ix pst 


— [ max (x¥#Ex) + max (x"Fxy]? 
Ix lls =1 


= ((A,B) — (JE |È + |F |D. 
即 不 等 式 (3.2) 成 立 。 O 
当 A,B eRe 均 为 对 称 阵 时 ,定义 
eA,B)= min \x#(A + iB)x| (3.3) 


和 
F(A+i1B)= {x™(A + iB)x:x € R”, æl = 1}. (3.4) 
tt Fr Z 3, Brickman[ 64] 证 明了 


F(A + iB) = F(A + iB), (3.5) 
其 中 FCA + iB) 表示 4 十 18 的 值 域 ;因此 ,有 
cA,B)= (A.B). (3.6) 


可 是 当 # = 2 时 ,等 式 (3.6) 一 般 不 再 成 立 。 例 如 


1 0 0 1 
4= U ar o) 
0 一 1 1 O 


有 c(A4,B) 二 0 二 1=c,(4,B), 根据 c,(4,B) 5 (4,8) 的 
SELL (1.47) 与 (3.3)), 一般 应 有 
c(4,B)<c¢,(A,B), (3.7) 
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然而 利用 定理 1.7, 可 证 : 如 果 4, BER? 均 为 对 称 阵 ， 并 且 
c(4,B)> 0， 则 等 式 (3.6) 成 立 . 
事实 上 , 根据 定理 1.7, 存在 p € [0,2z), 使 得 (1.48) 式 中 的 
B,>0, FFA Be 属于 特征 值 c( A. B) 的 一 个 特征 | 向量 x € 
C, |xl,—1, a x? Box = c( A.B). 同时 有 x"? Ax = 0, SÉ 
AAT 0 或 者 de 为 不 定型 。 Æ Aw = 0, 则 必 有 x € R, |, = 
1, 使 得 c(A,B) =x" Bex’ > c( A,B), Ai C6) RR. 以 
下 假设 49 为 不 定型 。 如 果 (A.B) 是 Be 的 单 特 征 值 , 则 x 必 可 
表示 成 x= px’, 其 中 x’ eR, pe C; x WE x’ “Aox = 0 Fi 
c(A,B) = x” B x = e, A . B), 所 以 (3.6) 式 成 立 。 an c(A, 
B) 是 By 的 重 特征 值 , 则 任 一 非 零 向 量 都 是 Be 的 特征 问 量 ;因为 
实 对 称 阵 Ag 为 不 定型 POL WAI x eR, jx h 1, fee 
xA 一 0， 同 时 有 c(A, B) = x" Box > cA, B), MER 
(3.6) IR REIL, 
因此 ,这 就 证 明了 
定理 3.2. 设 7 为 任 一 自然 煞 ，4,BeR"”, HA {4,B}€ 
D(a). WEA (3.6) RZ. 


3.2 Dir) 上 的 一 种 投影 度量 


定义 3.1. 设 {4,B} {CD} EDC), MRTE + ER 使 得 
(C,D)= (rA,rB), W, (4,C) = (rB ,rD)>, 
或 (B,D) = Ca wc) | (3.8) 
WR {4,B} 与 {C,D} 等 价 , 记 作 {A.B} ~ {C.D}. 
按照 定义 3.1, 可 以 将 DO) 的 无 素 划 分 成 不 同 的 等 价 类 ;如 
RUE NS YI 点 ， 则 由 所 有 这 样 的 点 构成 一 个 投影 空 
间 , 记 作 G(n). 
设 1A,.By,IC.DI € DG). 定义 
s({A,B},{C,D}) 
= max o((x¥Ax x" Bx),(x"Cx,x"Dx)), (3.9) 


x fo) 
定理 3.30, (3.9) 式 所 定义 的 {4,B},{C,D}) 是 投影 空 
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间 GO) 上 的 度量 . 

证 明 : 

BULA» 如 果 {4,B} {C.D} 和 (E,F) € D(n), W 

G) 必 {4,B},1C,D})) 0, 并 且 当 且 仅 当 {C,D} ~ {4,B? 
时 ,有 s({A,B},{C,D})= 0; 

Gi) s({A,B},{C,D}) = ss({C.D},{A,B}); 

GH) sC14 BSC .D}) S A,B} AE,F}) 

+ sLE,F},{C,D}), 

利用 弦 度 量 oC) 的 度量 性 质 以 及 定义 (3.9), 容 易 推导 出 
上 述 性 质 G), Gi) 和 G) 中 的 第 一 个 断言 ， 并 且 容 易 从 定义 3.1 
看 出 , 当 {C.D} ~ {A, BIN, 有 sC4,B},1CD})=0. 以 下 
证 明 : 对 于 {4,B},1C D}€D@), mk 

s({A,B},{C,D}) = 0, 则 {C,D} ~ (A, B). 
s4A,B}AC,D}) = 0 表示 
x Axx’ Dx = x! Bxx"Cx, Wx eC, 
如 果 存 在 r R,4 = rB, MU {A,B} € DG) WMI x"Bx = 0, 
We eC", x40, TES 
x Cx = rxtDx, Vx € C, 

因此 C = rD, Bl {C,D}~{4,B}. BRUM, WREE re R, 
B= rA, W D 一 r+rC， 这 时 也 得 到 (C. D} ~ (A, B}. WUE 
下 面 的 证 明 中 ,将 假定 对 一 切 r€ R.A = rB, HH B # rA, 证 
明 分 下 列 4 步 : 

1) 根据 定理 1.7, 存在 p&f10,2r)， 使 得 

B, = sin pÁ + cosoB > 0, 


令 
A, = cospd — singB, C, = cospC — sin gD 
和 
De= sin gC + cospD, 
则 有 


x Axx" Dy xe = XByXX Cex, Vx € (C, 


2) SHB, = Wi Kh H > 0, $ A= HÁAH,C, = HH, 
D, = HDH y= Hx, WA 
yt A yy"Dy = y"yy" y, Wy e Cs. 
3) 分 解 A= VEAV , RV HEHE 
A = diaga]? pee e gaml"), a, Aa (Kk == 1), 
然后 令 z= Vy, 一 VHC'V 和 D = VHp'V , WA 
z!"Az=zFD' z = z"zz"C’'z, WzeC*, (3.10) 
4) 记 
Ciee’ Cum D: ° * Dim 
| 
Cian? * °C mm Dart? * Dam 
其 中 Cy 和 Dy € C7, kyl =l, eom, >X n= n, 
k=1 
令 
z= (Zt zn) € Ce, 
其 中 z, eC, 1 << k < m, WE: — B 23 MI < k < m) 和 
1ER, He z= (27,0,---.0,22%,0,°-°,0)7 € C7, RA (3.10), 
得 到 
Cazi z t aziz z Dy zit (zD azr ZRD az) 十 ZX Di zi] 
= (zz, + ziz Lz] Cuz, + (zr Ciz + ZC Zi) 
+ ZRC uZ ls War € Cz, ECR € R. 
比较 上 式 两 端 z 的 同 次 帮 的 系数 ,可 知 


ajz Dizi = zf C;izi, Wai Cs, 7 = 1,45 (3.11) 
zzzi (e D, 一 C pp JZ = Zi Zz (Cu 一 aD )zi， 
Vz; € Ci, 71= 1,k; (3.12) 


a(z} Dispos 十 ZR DET!) = ZÚ CD + zk Dz, 
I= 1,4, Wz; € Cs. j= 1,%, (3.13) 
从 (3.11) 得 到 š 


Cu = Das Cyr = oD, 

代入 (3.12)， 得 到 
ZEDAAZk ZED yz, 
ziz, zz 


= 7 € R, Vz; € C”, f= 1,k, 
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从 而 
Du = Dy = rl. 
H (3.13) 可知， 
2zi'Dy,Z, 十 z2EDaz, = 0, WVz;€ Ci, j= l,k, (3.14) 
E (3.14) 式 左 端 分 别 取 z, = Diz, Al z, 一 DAZ 得 出 
Di 一 0， Du = 0. 
因此 ， 可 导出 
D’ = rl, C'= rA, rER, 
综合 上 述 1) 一 4) ,可 知 存在 rE R, r #0, 使 
(C,D)=(r4,rB), 
即 x x 
{C.D} ~ {A,B}, OC 


33 Weyl-JInacknh 型 定理 


设 (A, B) € D(n). 如 果 Hermite ME‘ Fe Cr*" 满足 
VIEL + |F < c(A,B), $ 4= A+ E MB=HB+E, Dl 
由 定理 3.1 可 知 {4,8} € D(x), 

根据 定理 1.7 的 证 明 ( 见 图 4-1), 4 + ;B 的 值 域 FCA+7B) 
位 于 C 内 一 个 不 包含 原点 的 半 平 面 CO 之 中 ; 同 理 , 4 十 i8 的 值 
BR F(4 + B) 位 于 C 内 一 个 不 包含 原点 的 半 平 面 奶 之 中 .于 
E, # AZU) 内 必 合 有 一 条 从 原点 发 出 的 射线 R( 如 图 
4-2 POR), H C 中 的 每 个 非 零 点 了 十 m, E X—4- 8 OC. n); 
它 是 射线 R 和 射线 {c(E + i): cS 01) 之 间 按 顺 时 针 方 向 的 夹 
fi, DAO ne CUM 上 的 连续 函数 . 

设 {4,B}e¢ D(n), A(A.B)= (Ce 8) Mar. 根据 定义 1.2, 
存在 x, EC, x, = 0, (FE 

34X, = a, Bay, k= Lye sn. 
现 定义 与 特征 人 (ei ,84) KAN A 
O, =0Cx} Ax, xi BX), k=l, e,n, (3.15) 
5, 9。 遇 做 {A,B} 的 特征 角 。 
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4-2 


注意 到 ,由 LxA = ark Bae 可 知 , 存 在 非 去 实数 c， 使 得 
(cg Be) = Oe Axr xr By); 
所 以 
Oi = Ooty By, R= leer ot, (3.16) 
这 些 特 征 角 8， 具有 类 似 于 Hermite 阵 特征 值 的 minimax 性 
质 ， 即 有 | 
383.4", 设 (A.B) € D(n),10,) 是 {4,B} 的 特征 角 , 并 
且 . 排 列 为 6, 三.… < 0,, WA 
0,= min max O(x4Ax,x"Bx) (3.17) 


ACC? xem 
dim(@)=k x=Q 


和 | 
0, = max min OC x"Ax,x"Bx), (3.18) 


dim(@)en—k41 SQ 
证 明 : 
首先 取 p EL0,2x)， 使 经 变换 (1.49) 后 ， 所 得 到 的 Bed. 
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与 此 同时 ,将 定义 6 的 射线 尺 按 反 时 针 方向 旋转 P 角 ,并 利用 这 条 
新 的 射线 定义 新 的 图 数 Op, M 
OA( x A gx x" Bax) = 9( x Ax xE Bx), 
因此 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假定 如 二 0， 
容易 证 明 ( 本 节 习 题 1)， 如 果 A.B EC" 均 为 Hermite 阵 ， 
B 一 0, 并 HH 三 … <a, {A,B} 的 特征 值 , 则 


. x Ax 
A, = min max = > k=l,- 
acc” xex xH Bx 
dim(@5=k `x=£0 


因为 映射 4—0,1) 在 上 半 平 面 是 递增 的 ,所 以 
. A 
0, = 6(4,,1) = gain max 0 (z z.) 


dim(2@ =k 


== min max O(x"Ax, x" Bx), 


XC” x € 3 
aim(@y=k xD 


fal EE 
. x Ax 
4, == max min 
ECC? xex xe D x 
dim(@)p=n—Rk+t x40 


aF (3.18), O 

SI 3.1, 设 a, 8, AER, Caf) 与 (8,8) € Geu, £ z= 
e 十 机 ,3 一 《十 大 .如 果 从 原点 发 出 ,分 别 经 过 点 z 5A HN 
条 射线 之 间 的 夹 角 6 < =, MU 

sind = p((0,8),(&,8)). (3.19) 

证 明 : 

G v= (aB) ER, d= (2, NER, 显然 有 
vd 


ð = arccos 
ol Ol, 


, 0<9 <x. 


于 是 


— ae mmml —n. 


sind = Vi — eos — V1 — COR 


leik 18112 ` 
W o 与 5 的 坐标 分 量 代 入 , 即 可 得 出 等 式 (3.19), O 
TERE Weyl-JIancxvn 定理 的 推广 ， 
EFE 35°") jk {4, Bye Din), A=A++E 5 B= B+ F 
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€ CC2x $555 Hermite ME, BB 
1) OAR | 
(x Ex) + (x8 Fx) 
XLA, B}, fA, By) = n max ication L, (3.20) 
MJ {4,8} EDC); 

2) 对 于 Din) 中 上 述 的 矩阵 对 {4, B} 5 {4, BY, mE 
24(4,B) = {(a;.8)} 5 (A.B) 一 {(&;,B,)},。 并 且 这 些 特征 信 
分 别 排列 得 使 相应 的 特征 角 {64) 与 {84} 满足 O<--- < 0, 与 
< -o < Õnn M 

o(Ca, 8 G, 3K) <s({A ,B},{4 ,B}), 
R= 1,-+-yn, (3.21) 
其 中 s({A,B},{4,B}) 如 (3.9) 式 所 示 。 

证 明 ， 

1) 利用 Crawford BME MA {A,B} EDC) 以 及 条 件 
(3.20), Hy gi 

(A.B) = min ([xzxE(A + E)xz]Ë + [x"( B + F)x]’}3 


= min (Z (xt Axy + (x" Bx)° 
lx 


一 VC + (x=! Fx) 


> m min V Cx" Ax) + (x24 B s) 


Cx Ax)’ + (x! Bx)’ 
= (ABYC — 6({4,B},{A4,B}) > 0, 
Paik {4,B}¢€ Din), 
2) 对 任 一 固定 的 自然 数 AI < k < n), 假定 64 SO, i 
先是 (3.17) 式 中 的 极 小 化 子 空间 , 则 有 


6, maxO(x Ax, x! B x), (3.22) 
x € Z k 
0 


x 人 一 — max (x PEx) + ix T] 


设 (3.22) 式 右 端 的 OCx Ax, x4Bx) EK, PME x Ejs 
到 最 大 值 。 于 是 
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0, < O( x" Ax, x Bx),0C(x Ax, x" Bx) <0,, (3.23) 
并 且 根 据 题 设 条 件 (3.20)， 对 于 点 Z: (eam, xt Bx) 和 点 Z: 
(x dx, x" Bx) (UE 4-3), 有 |2Z2| < |0Z|. 用 P 表 示 点 Z 到 


直线 OZ 上 的 垂 线 的 垂 足 , 则 初等 几何 给 出 0 委 几 二 ” 和 


— Ta Inn YV 


~ 2 
k — a <b = sin h — (LEL) 


|OZ|/ 
_ int /1 Cae! Axx! Ax + x Bex" Bx) 
[CePA y+ (xB Bey] [C2 xy +(x" Bxy] 
= sin'p((24 Ax ,x4Bx),(x"Ax,x"Bx)), (3.24) 


Z: (xH Ax, x" Bx) 


Z, (rl Ax, XH Bx) 


a 


RB 4-3 
当然 委 8 时 ,可 以 利用 (3,18) 式 ,通过 类 似 于 上 面 的 论证 ,得 
知 存在 单位 向 量 x€ Cs, He | 
0, — 6, < sin ip((x HAx’ ,x Bx), (x Ax ,x Bx Y), (3.25) 
于 是 ,由 不 等 式 (3.24) 和 (3.25) 得 到 
|°, T A, | < sin ‘s({A »B},{A,B}), 


或 者 等 价 的 (因为 0 过 19 — ó| < Z) 


sin|O, — 0,| <s({A,B},{A,B}), k 一 1 ,n, 
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再 利用 引 理 3 1， 了 由 上 殉 不 等 式 立即 导出 不 等 式 (3.21)， 口 ] 

注意 到 

AELA, B < oda, B},{4, 45) 
< ae ene > (3.26) 

所 以 从 定理 3.5 aia FARC. 

推论 3.29"), 18 {ALB} ENG), á8= A+ E 5 B= B+ 
F €C” 均 为 Hermite 阵 。 那 夫 ， 

1) 如 果 


El? + FIE | 
Va IER oe Bey (3.27) 


Ml (4,51 e Dn); 

2) 对 于 Din) 中 上 述 的 矩阵 对 fa, B} 5 (4, B}, 如果 
ACA, B) = {Capp 与 4(4,8) 一 {(&4,B4)}， 并且 这 些 特 征 
值 排列 得 使 相应 的 特征 角 {94} 与 {64} 满足 0 <... < 0, 与 
6, < --- <6,, WJ 

snp G oye EEE ge, G29) 

注 3.1 由 不 等 式 (3.26) 可 知 ,推论 3.1 的 条 件 (3.27) 比 定理 
3.5 的 条 件 (3.20) 强 , 而 结论 (3.28) 比 (3.21) 35. 现 举 一 例 , 说 明 
这 个 差异 . 设 {4,B} EDO). 2 Ë 

{A,B}= {(l1+r+)A,(l + 1r)B}, 
其中 > 0 满足 
ra/ || Al + BIB ra/ || Al + B 
— (AB Sl (Ap OU 
we {A,Bye Dm), HE 4(4,8) = 14, B). 有 
OC Cars br) Cy Bx) 一 s({A,B},{A »B}) = 0, 1 < Á < n 
而 


9 


VIER + FIR r la + (BIB 
c( A,B) 本 c(A, B) 
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注 3.2 FRE 3.5 可 以 导出 Weyl-JIaacKgr 直 定理 (第 三 章 定 
JBE 36)。 事 实 上 ,如果 4 与 A=At+ECC™ BY Hermite 阵 ， 
1(A) = {arts AD = {&}. FARE a, < … 委 co 和 ë, <ç: < 
Čan W >> 0 时 , {4.21} 与 {4l € DO), 

ACA 521) = {Cagst)}, (A.D = {Cet}, 
并 且 相 应 的 特征 角 (0,3 与 (6,) 满足 8 < o < 0, 55 6,<:- -< 
6,， 易 知 , 当 z: > 0 足够 大 时 ， 
SCA ,tI},{A,t1}) = max _— x Ex _ 
tac lu J (x! A Ax) 十， pe 

即 条 件 (3.20) 被 满足 。 因 此 对 于 足够 大 的 :二 0， 有 

oC Coy ot) (Cs7)) < max o(a”. 1x1) ,(x"Ax,t)), 


x W 


ËJ 
Aee) 
< max A 
lle =1 J + (*-4 Ax ))(! + (一 和) ) 
A> r> +00, 便 得 到 
lar — &| < max |x"(4 — Axl = (4 — Alb, 


I ox 1,=1 
k = l,e í` ` of 


这 正 是 Weyl-JInaicknh 定理 的 结论 ， 
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这 里 只 是 简略 地 综述 关于 广义 奇异 值 的 扰动 性 质 。 有 关 广 义 
奇异 值 问 题 的 研究 ,读者 可 参阅 Van Loan, Paige, Saunders Stewart 
以 及 作者 的 论文 [101, £159,017 7.0 134 1.0135 1,016) at 175 |. 


A 
设 AEC”, BEC WMI rank C =n, 则 称 {A,B} 
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是 一 个 (m, Pin) ERER, 所 有 Cm, pin) BERDEA, WE 
P(m,p;n). BAA MR {A,B} P(m,p;in), MM {A4A,BPB} 
€ D(n). wy, {HK} € D(a), FHH>SO,K>0, WE 
定理 1,8, 总 可 以 假定 {H.K} 的 = 个 特征 值 (ars He) 适合 242 
0, u >= 0, 8 一 1, 2。 因此 建议 下 述 定 义 。 

定义 3.2. i {4, BY€ P(m, pin). MR (4, 1p) E24(A84， 
B"B), EB 22 0, > 0, WJ (G,8) = (27, p?) WK {4B} AY 
广义 奇异 值 . 

显然 , 任 一 {14,B}EP(m,p;n) 有 7 个 广义 奇异 值 ,它们 分 
HE Ghui. (A.B) 的 2 个 广义 奇异 值 的 全 体 , 记 作 (A.B). 

利用 定理 1.8， 容 易 证 明 下 述 关 于 (m ,p;n) Pet íA. BY 的 
广义 奇异 值 分 解 定理 (本 节 习 题 5). 

定理 36. 设 {4,B}EP(m,p;n)， 则 存在 西 隆 UEC” 和 
V eO, URIEN SPE Q € Ce", 使 得 


UAO = X4, VIBO = >s, (3.29) 
A 0 r + + 
z, =( ) 
0 0, m — r — ss 
r+s n—r—s (3.30) 
0 Ü p + r — n 
Sp = ( i 
Ü Q / n— r, 


f nT 
其 中 0,5 Op ANS Fae ott A 
4 一 qiag(a + Gras) 2 = diag(B,+1,- ~* Ba)» (3.31) 
它们 满足 


= G, = °: ` * = G, > e, I, Z° ** 0 D Orage 
= --- = G, == 0 
0 = B, = :- = 8, L Pra Set < Bas < Posse (3.32) 
一 :一 8, 一 ] 
A 
a+ Pal, i=l, oan, (3.33) 
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作者 证 明了 关于 广义 奇异 值 扰动 的 下 列 定理 3.7 和 定理 3.8, 
它们 分 出 是 第 三 章 定理 3.11 和 定理 3.12 的 推广 。 定理 3.7 的 证 
明 , 与 定理 3.5 类 似 , 见 作者 的 论文 [10]。 定 理 3.8 的 证 明 , 见 作者 
的 论文 [15], 

定理 3.700 设 {4, BYeP(m,pin), {A,B} = (A+ E, 
B+ F}. ne 

|| Exell: + || F x |i 
meek, rater BEE I < 1, (3.34) 
则 {2,8} e P(m,p;in); 并 且 如 果 {4,B} 5 {4,8} 的 广义 奇异 
E {(a;58:)} 与 {(&,B)} MBER (3.32) PRARBOM RR Si, WA 
eC Caib) čik <1C{ A,B}, {A,B}),i = 1... n. (3.35) 
其 中 
«({A,B},{A,B}) 
= max e(( Axil, Bxl) CAxla, Ixl), 
{4,B},{A,B} € P(m,p3n), (3.36) 

注 3.3 在 PCm,p;n) 中 可 以 通过 一 种 等 价 关 系 定 义 等 价 类 ， 
从 而 得 到 一 个 相应 的 投影 空间 ,而 AB ABD 恰 是 该 投 
影 空间 上 的 一 种 投影 度量 ， 

注意 到 


_ [Ex] + |F xl} 
A, ; N <= max, | —⁄ —:—— 
t({4,B},{A,B}) ima \ Axl]? + |B xl} 


< foan (p) /le (a) 


其 中 c, (X) 与 cmin(X) DRURRXVDRKSRLSHE. Pr 
以 从 定理 3.7 可 得 
推论 3.2. 设 (A,.,BY e P(m,pin), {A,B} ={A+E, B+ 


F}. me 
E A 
O max ( 5) < Omin (° )， (3.37 ) 
则 {4,B}¢ P(m, pin); HAW 14,83 5 {4,83 OO MBH 
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值 ( 均 按 (3.32) 的 顺序 排列 ), 有 


CCa D < foma (J / oma (4) 


t= ],- ` sn, (3.38) 
注 3.4 无 妨 假 定 推论 3,2 中 {4,B} 5 {A,B} 的 广义 奇异 
t (a;,B;) 与 (6;,b;) 满足 
a+ = & +Ë17 = i=l, (3.39) 
利用 第 二 章 定 理 4.7, 并 注意 到 , SWE XA 
Omax(X) = ||X||,, OminCX) = || X ||, 
所 以 可 把 推论 3.2 的 结论 (3.38) 改 写成 较 弱 ,但 较为 直观 的 形式 : 


— — — — — I / AN IE 
VG = ay + BBY < 2 I) ( | 
¿= l,- n, (3.40) 
定理 3.8%), 1 {4,B} 与 {A,B} €P(m,p3n), o(A,B)= 
{Cas pD) 5 of A, B) = {(4;, 8) } BR (3.32) 排序 。 如 果 令 
A\ n A 
ú - (U) z—( 5) i 
Pi 一 e( (a; 8) ,6,8i)), r= l,-++yn, 
则 有 估计 式 


2 


I] G — >> 1— di(Z,Z). (3.41) 
;=1 


上 式 右 端的 dL(Z ,Z) (BLE (4.34) 和 (4.262) 为 
C2,2) = fi — — 88262: 1 
detZHZ deZ" zZ 

注 3.5。 用 类 似 于 注 3.2 中 的 办 法 ， 可 以 分 别 从 定理 3.7 和 定 
理 3.8 推导 出 第 三 章 的 定理 3.11 和 定理 3.12, 

最 近 ，Paige[134] 沿 着 作者 [15] 讨论 广义 奇异 值 扰 动 的 途 
径 , 证 明了 下 述 定理 . 

定理 3.99 g {4,B} 与 {4,8} E Plm,p;n). o(4,B)= 
{(a;,8;)} 5 o( 4, B) = ((ë, 6} 均 按 《3.32) HF, HRE 
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(asi) 与 sbi) WE G39). 如果 令 Z — (° )m 2= ( 
则 有 估计 式 


D Aa? 


)， 


| ~ _ 
J alte — a+ (Bi — y] S a,(Z,Z), (3.42) 
其 中 a,(Z,2) E. 8 — (4.31) REX. 


证 明 : 
$ Z= zzrz) 3 (^7, 
B, / b 
Z,= Z(Z4Z)-* = (s). (3.43) 
B, 7 P 
根据 定理 36, 存在 U, UC On, V, VE WoW, W eg ,, 


使 得 


H 0 A\\~ > 

[o pu) OG (y) 3.44) 
Eh Sy, 2a, 2a 与 35 如 《3.30) 一 (3.32) 所 示 。 由 第 三 章 定理 
3.12 可 知 

[Ea — Dalle < HA, ~~ Alles l £s 一 Zaller < IB, 一 Blir, (3.45) 
于 是 ,有 
之 [Ce — &y + (8; — fy] 

= |24 — Zale + l|25 — 2s5lls 

< 4, — ál + WB, — Billi 

= ||Z, 一 之 有。 (3.46) 
注意 到 ,用 任 一 Q & 和 r 。 从 右 端 乘 Z, 并 不 改变 不 等 式 (3.46), 所 
以 从 (3.46) 立即 得 出 


21 La; 一 &y -+ (6; 一 8:7] < min |Z, — Z,Ol|lr 
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=d(Z,Z), É = 
注 3.6 根据 第 二 章 不 等 式 44.37)。 有 
d(Z,Z)</ 24Z,Z), 
其 中 dx(2Z ,2) 由 第 二 章 (4.35) A (4.24) 式 定义 , 即 
= 1p — p. 
drl Z, Z) VE P;|iz. 
再 利用 本 章 $4 的 定理 4.6， 可 把 定理 3.9 的 结论 《3.42) 改写 成 较 
弱 、 但 较为 直观 的 形式 : 


Sle — a) + — ñ] 
< zmizi), (3.47) 


< (5) LGA- (3.48) 


按照 数值 分 析 的 观点 ， 不等式 (3.40) 与 (3.48) 比 起 定理 3.7 一 
定理 3.9 的 结论 ( 见 (3.35)、(3.41) 和 《3.42)) 更 便于 应 用. 
习题 

1 A,BeC™** 均 汶 Hermite E, #HB>0, mR 
1 三-… < 1, {A,B} 的 特征 值 , 即 存在 非 零 向 量 x, € C*, (š 
得 Ax, = 1,Bx,, R=1,°-+,2, WA 


. x 
À, = min max- HB 
CC Ex x x 

dimi )=& £0 


和 


A, == max min 


aoc” xea xH Bx 
di m(g'y=n— k+l 0 


2. 设 A, Be Cr" BX Hermite E£, 并 且 B > 0. Miz 
aC A) = {a;} 5 (B) = {8;} 满足 mz, 之 "°. = a, 5 P, = 之 
Bn, 试 证 


`. k= 1, n, 


x" Bx > |x=!Ax| Vxe C”, x = 0 
的 必要 与 充分 条 件 是 谱 半 径 p(B8™*4) < 1. HEH p(B) < | 
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时 ,有 
Ü, > tis Bi > — Onin f= 1,: an, 
3.3% {4, ByE D(a), 4 与 8 分 别 是 4 与 B 相 同位 置 上 的 
2 一 1 阶 主子 阵 .。 试 证 : @ (4,B}¢D@—1), F(A4 + :B)— 
F(A 十 i8); 四 取 一 条 从 原点 发 出 、 不 与 4 十 i8 的 值 域 
F(A+ iB) 相交 的 射线 R, 利用 R 定 义 (4, B} 的 特征 角 
0 < +++ <0, {4,8} 的 特征 角 ó <... <b. MU 
0, < 0, < 8, < - - - < 0, _, < 6,-, < 6,, 
4. 设 {4,B}E Din), ACA, B) = {Cai 8,)), FER x€ Cr, 
lxh = 1, & 


H 
r(x) = x*Ax 
J (xt Ax)? + (x! Bx) 
H 
ral) _ x” B x 


MV (xB Ax + (xHBx) 
试 证 
min PC(74(X) ,ra( Xx)), (a;8;)) 
< (ras(x)A — re) B) xl, 
| c( A,B) ° 
并 由 此 导出 第 三 章 定理 4.1, 
5 .证 了 明 关 于 广义 奇异 全 分 解 的 定理 3.6. 


$4 正规 对 、 可 对 角 化 对 与 一 般 正 则 对 的 特征 值 


设 {4, Bl 是 任 一 #* 阶 正则 对 , 令 Z= (4,B)e C., 由 
det(A 十 4B) 关 0 容易 推 知 rank(Z) = x。 此 外 ,如 果 Se Ch’, 
HU {SA,SB} 并 为 正则 对 ， 并 且 它 与 (4,8) 有 相同 的 特征 值 与 
特征 向 量 。 所 以 ,就 广义 特征 值 问题 来 说 , {4,B} {SA ,SBY Œ 
等 价 的 ; 换 句 话说 , Z 与 SZ 是 等 价 的 , 这 里 Ze Cy, Se Cr”, 
因此 ,每 一 个 正则 对 {4,B} 与 Gaze 上 的 一 个 点 2Z = (A,B)— 
一 对 应 。 本 节 就 是 从 这 个 观点 出 发 ， 把 Hoffman-Wiclandt 定理 、 
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Bauer-Fike 定理 和 Henrici 定理 推广 到 正则 对 的 情形 . 


根据 第 二 章 $ 4 中 的 讨论 , 对 于 Gan. 内 的 点 Z 与 到 (这 里 的 
Z 与 W 实际 上 是 等 价 类 中 的 代表 元 素 ); 可 以 如 下 定义 它们 之 辐 的 
Z,= (ZZ#)-2Z, W, = (WW!)-šW Ca 


和 
@( ZW) = arccos(Z,WEW,Z#)% 220. (4:2) 
则 | 
4,(Z ,W) = ||sin@(Z ,W)|, (4.3) 
与 . 
4,(Z ,W) = ||sin@(Z,W)|lp (4.4) 
是 Coon 上 的 本 不 变 度 量 ; 并 且 有 关系 式 
d,(Z ,W) = ||P;,n — PwHll (4.5) 
和 
= i |P H — H 3 
dr(Z ,W) -万 Pz — Pwt llea (4.6) 
其 中 


P,a = ZÝZ = ZEZ,, Pyl = WW = Win, (4.7) 


4.1 Hoffman-Wielandt 型 定理 

EH 4.1”, 设 {A,B}, {C, DS ENG), 14, B)= ((e;, 
6B;)}, 4(C,D) = {(7;,6;)}. 令 Z 一 (A, B), W = (C, D) 以 
及 


pi; = e((a;,8;), (7558; )), 1 Si < n. (4.8) 
则 存在 上 7 的 一 个 适当 的 排列 m(1),-° - x(n), 使 得 
(Be ') < d(Z, W). (4.9) 
因而 ， 有 
e({A,B},{C,D}) < a,(Z ,W). (4.10) 
证 明 : 
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”由 (4.1)、(4.2) 和 (4.4) 可 知 
di(ZW)= [I] — (44E + BBH5>-1( ACE + BD”) 


x (CCH + DD®)“"(CAH + DB#)), (4.11) 
根据 定理 1.6,， {14,B} 5 (C.D) 有 分 解 式 
A = RAU”, B = RQU”, C=TIV", (4.12) 
D = TAV”, 


其 中 R 与 TE C"** 为 非 奇 异 阵 ,了 与 veo 为 西 阵 ， 
A = diag(a,,--+,0,), Q = diag (8,,- Oh)， | 

T = diag(y 7 J), A = diag(ó,,: ` 38a). 

将 (4.12) FRA (4.11) 式 右 端 , 并 令 W = 0 7 了 7， 可 得 

1(Z,W)= u[I — (AA + Q0) (AWT + OWA) 

x CIT + AA) (TWP A + AWFQ)] 

= n — (W). | (4.14) 
其 中 W = (e; ) 为 西 阵 , 并 且 
g(W) =u[CAA + 200)"(AWT + OW A) 

x (TP + AA (TWĦ#A + AW4O)] (4.15) 


(4.13) 


令 
læt; + B; 6;|’ 
Oj 一 m E O 4.16 
Ca? E er E lol) (416) 
和 
|o; | = ajs l< ¿:, < n, (4.17) 
则 S= (s;) 显然 是 双 随 机 阵 ,并 且 (4.15) 可 以 写成 
g(W) = /(S) = >` bydi. (4.18) 


i j=l 


用 2, 表示”* 阶 双 随 机 阵 的 全 体 , 用 Ua RA n ES 
体 。 于 是 由 《4.15) 一 (4.18) 可 知 


jax g(W) < max f(s). (4.19) 
利用 (CS) ES, ERR RRR FEAR GE Birkhoff 定理 ,可 证 
(参看 第 三 章 $4 定理 4.2 的 证 明 )， 存 在 排列 方 阵 
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M ThE 


l : = f 
P= (0), j = l ) 1s ? 
使 得 

ICS) <{(P). (4.20) 
FRA (4.19) 和 (4.18), 得 到 


g(W) < `>: O inis 
i= 


其 中 x(1),… a(n) 是 1 yn 的 某 一 个 排列 ， 
万 一 方面 , 知 取 W =P, WA 

g(P) = 219.5 

maxg (W) = > Oio 

= S | 57 may + Bib acl’ | 
> (le; + EPO Ta + [bal 

代入 (4.14)， 便 得 出 

dr(Z WV) 之 > Pisete x C 


注 4.1, 同 理 可 证 ,存在 lyen 的 一 个 排列 o(1),°++,0(”), 
使 得 i 
dr(Z ,W ) < [Ea ° | 


注 42。 如 果 (4, B) 5 {C,D} 不 同时 是 正规 对 ， 则 定理 
4.1 的 结论 不 一 定 成 立 。 例 如 x 


ua 人 人 外 
ea DE D 


其 中 14,B}+ 是 正规 对 ;而 {1C;D1 不 是 正规 对 ， 容 易 看 出 
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1(A,B) = {(0,1),(¢—1,1)}, 
ACC ,D) = {(1,0),€1,0)}, 


1 . 
pti == 1, Pj= ，， 1 < ; < 2. 


不 管 如 何 选 取 1, 2 的 排列 x(1),，x(2), 总 有 
3 
> Pinti) 2 > 4 di (Z W), 


其 中 Z = (A,B), W=(C,D), 

E 4.3. 由 定理 4.1 可 以 导出 Hoffman-Wieclandt 定理 (第 三 章 
定理 4.2)。 事 实 上 ,如 果 A,C € Ce 均 为 正规 阵 , 并 且 (A) 一 
{æ} 和 ACC) = {ri}, WHF :>0, (A. Y 5 4C, cle 
Dr), 并 且 有 4(A,.11) = {Cai51)} MAC) = 4Cr) È 
Z,= (4,11) 和 W= (Ctl), FRR 41, APE Lye an 
MJ — F LE ASHEF x(1),… en) 和 一 个 趋 于 +00 的 正 数 序 
列 六 +, HB 

之 p (Casti) s (T0094i)) < di (Zi Wi)» 
p= 1,2, , 
Rp 
7 læ; — Y ay l 78? 
fay Ula AT | +?) 
S tr[I — (I + A, Ag) U + A,,Cñ) (1 + Caci) 
(I + CA)], (4.21) 


其 中 4 = 24,6, = i C， 当 4 足够 大 时 ,将 (4.21) 式 右 端的 
U +4, At" 和 (1 十 cc #)-! 展开 ,从 而 可 得 


> le; — y, |° < J4 — C]: + o0 (+) (4; 一 +00), 
& n> +00, 便 给 出 第 三 章 S 4 的 不 等 式 (4.2)， 
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下 面 给 出 正规 对 的 一 个 判别 定理 . 
定理 4.2, Vk {4,B} An MENAH. £ 
(.4,,B,) = (AA# + BBu3-2(A,B). (4.22) 
MUJ {4, B}E NG) 的 必要 与 充分 条 件 是 41.Bf 和 B/ UA, 均 为 
正规 阵 . 
证 明 : 
充分 性 . ik ABE 和 BYA 均 为 正规 阵 , 则 根据 Williamson 
[1941( 见 $1 习题 4), FEAU S V, 使 得 
,一 了 diag(al cr) , 
B, = diag(6, 870 
代入 (4.22) 式 , 令 CAA" + BB#) šV = S, W| (A, 83)} 有 分 解 式 
SHAU 一 diag(c on)， 
SEBU = diag(0,,- ` ,8,). (4.23) 
根据 定理 1.6, 立即 得 知 {4 ,B}€ N(n). 
必要 性 . Vk {A,B} Ee NC), WEA 1.6, {A,B} 有 (4.23) 
式 所 示 的 分 解 ,其 中 s 为 非 奇 蜡 阵 , UA. < 
A = diaga, :an)，@Q 一 diag(p 8)， 
则 有 
A, = (AA" + BB#)-3A = [S(AA + 00) 'SB]šS-HAUP 
和 
B, = (AA? + BB¥)-3B = [S(AA + 00)7*S"]#8-#QU", 
& 
W., = [SCAA + 00)-:SH]šS-H( AÀ + Q0)? 
和 
A, = (AA + QQ) AQ, 
计算 可 知 : W, 是 西 阵 ,并 且 有 
A,Bi = W,A WE, BEA, = UAU”, 
Bl ABH 与 BHA, 均 为 正规 阵 。 D) 
利用 定理 4.2， 可 以 判别 注 4.2 中 的 1C DIENG). AA 
DEC, = DA(CCCH + DDH)-C 
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显然 不 是 正规 阵 ， 


4.2 Bauer-Fike 型 定理 


定理 4.3087) 设 (A,BY6€ Dn) 有 分 解 式 
A = Pdiag(o,,-+*,0,)0, B = Pdiag(0,,--.,80,)Q, (4.24) 
其 中 与 Q € Cs*° 为 非 奇异 阵 ， Mik (C, D) 为 # 阶 正则 对 ， 
& Z= (A,B) fl W = (C,D). lJ 
siap C ,D ) < [Ol Od. ZW). (4.25) 
sia l C,Dy 与 d,(Z,W) 分 别 如 (1.40) 和 (4.3) KATA, 
证 明 : 
令 
Z, = (ZZ!) tz = (4,,B), 
W, = (WW!)-šW = (C,.D.). (4.26) 
RE (4.24), {41,31} 有 分 解 式 
A,=P,AQ, B,=P.QO, 
其 中 P, AIRE, A = diag(a1,---5a,),Q2 = diag(f,,--- Pa). 
任 取 (7,6)€ 2(C,D) 二 4(C1,D1)， 无 妨 假 设 17| 十 | 和 一 
1, 设 xé Cs 是 {1C,D} BY (7.8) 的 单位 特征 向 量 , 即 
Cx = 7D,x, læl = 1, 
一 方面 ， 有 
64X — yB x = 6( 4, — Z,WZ!C,)x — Y( B, — Z,WED,)x 
= (A, — ZWEC,,B, — ZED.) òx ) 
— Tx 
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ox 
= CZ, 一 ZWtW,) ( _ ) 


y> 
= Z,( ZZ, — WEW 1) ( * ox ). (4.27) 
一 YX 
于 是 利用 (4.5), (4.7), kak + ja]? = 1, lle, = | WR Zs {= 
1, 2] 
|S Ax — yB xl], < |Z#Z, — WEW, |, = d(C ZW), (4.28) 
I = ZZ! = P(AOOA + Q00%0)PF 


一 《400 A + 20072)" 
AA + QQ), 
> ion 
从 而 
(8 Ax 一 y B x], = IIP,G6A 一 7QJOX|: 
一 ONC — ¥Q)4PHP.(SA — yQ)0x]š 
HOH(8A — 7Q)#(AA + 90)> 
> L [x¥O"(5A — rO)" (AA + 92) 
x (8A — 70)Ox]? 
min | õa; 一 TB 
> ion tise Mf | z,|2 + TAk 


> DoT p((a;,B,),( 7.82). (4.29) 


把 不 等 式 (4.28) 和 (4.29) 联 系 起 来 , 便 得 到 估计 式 (4.25). O 
注 4.4。 由 定理 4.3 可 以 导出 Bauer-Fike 定理 《第 三 章 定理 
4.5)。 事 实 上 ,如 果 4,ceO", 其 中 4 为 可 对 和 角 化 阵 ， 
A = QAQ, A= diag(o,,- ° ° ,0n). 
则 对 于 /> 0, 
{A E D,(n), ACAL) = {(a;,2)}, {Cl} 
为 # 阶 正则 对 。 令 Z, = (4,1) NW, = (Cyl). 于 是 根据 定 
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+ (x 00x)? 


理 4.3， 对 于 任 一 Ye KC), 存在 一 个 固定 的 指标 : (1 < ; =< n) 
和 一 个 趋 于 十 co 的 正 数 序列 ap ， 使 得 
pÈ Casti) 74)) < (Z ,,,W,,), 
即 
la; 一 和 | 
Cæ; + 4? Clr? + 2) | 
< jl (ZZE Z WP(W,WPD W, ZA ZZE Eh 


= — l ny 1 jpn 
das | (1+ gaar) (1+ z ac") 
| 1 | H H 
x {1+ y ces) Ur CA )|. 
当 li 足够 大 时 ,可 将 
1 AT. | 1 nan 一 ! 
GEE. ) 和 (1 + zcc ) 
展开 ,于 是 得 到 
lea, — yl? < l4— cE + o (4 i> #00). 
& > 十 co ， 便 得 出 第 三 音 定 理 4.5 的 结论 ， 
从 定理 4.3 可 以 立即 得 到 
推论 4.1。 设 {4, Bye N(w), 1C, D} 为 任 一 二 阶 正则 对 
sa BAC DY < d.,(Z ,W). (4.30) 
此 外 :还 可 以 导出 


Heth 4.2. i {4,B}€ D(n),{C,D} 为 任 一 ， 阶 正则 对 & 
Z=(A,B) FU W=(C,D), Wl 


| 
StA,BAC 4D} < Veh a,(Z,W). ` (4.31) 
证 明 : | 
根据 定理 1.8, 存在 非 奇异 阵 Q € Ces, 使 得 
0*A0 = A, 0!B0 = 0, (4.32) 
其 中 
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A = diag(a,,+++ jan); Q 一 diag(B + sn), 
并 且 无 妨 假 设 a + pi; 一 1 一 1 an, 于 是 ,对 于 任 一 Xx€ Cl’, 
æl = 1. 有 
jx“ A + :Q)x| _ [xw!'QUCA 十 1B)OX| > A, B), 
x" Qi QO x xHQHOx 
其 中 c(4,B) f (1.47) KEM. 因此， 
lox < - 


1 
c(A,B) 


|x#(A + iQ)x| 


1 
< l _ vee, llx!, = 1, 
c(A,B)’ | |, 


由 此 可 知 


Ig|,<-— 
V (A,B) 
再 者 ,根据 (4.32) 和 A+ Q = I, A 

I= 07(400"A + BOO"B)O, 


(4.33) 


N if 


lo- < Olja? + By < -Ae (434) 
c(A,B) 


将 (4.33) 和 (4.34) 代 人 (4.25) 式 右 端 , 便 导 出 不 等 式 (31). 


UU 
4.3 Henrici 型 定理 


iz {A,B} 是 4 阶 正则 对 。 令 A ws, 表示 所 有 满足 下 人 述 三 
个 条 件 的 矩阵 对 (X.U .的 集合 : 
X,U e Cc", X EAE RH, U 是 西 阵 ; €4.35a) 
XAU 5 XBU 均 为 上 三 角 阵 ; (4.35b ) 
I|I( XAUY);;|2 + \(XBU),;\? = 1, := 1,-++,n, (4.35c) 
此 处 (4);; 表示 和 矩阵 4 的 第 (i,i) MATR. 
由 定理 1.3 NI. f iam > G. 
设 {X,U}E Mise, 用 diag(4) 表示 由 4 的 对 角 线 元 
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成 的 对 角 阵 。 记 | 
nx(X,U) = |XAU — diag( XAU), XBU — diag(XBU))||,. 
(4.36) 
令 
A(A,B)= inf p(X,U). (4.37) 


X,U)€ MLAB) 


A.(4,B) 叫做 {4,B} 的 正规 性 偏离 度 ， 
关于 A 人 4,3)， 需 要 指出 两 点 : 
1) (4.37) 式 所 示 的 下 确 界 , 可 以 在 Aim 上 达到 。 
证 明 : 
FERN {XU} Mum. Z 
X® AU = DY) 十 M, XOBYo = po 二 MP, 
Et D? 与 DS? 为 对 角 阵 ,满足 条 件 (4.35¢), MP? 与 Ma AP 
格 上 三 角 阵 。 与 此 同时 , 取 一 固定 的 4 € C, E 
det(A + 2B) = 0, 
于 是 有 
XC A +14,B)U® = DY + MY + CDP + MS ), 
从 而 得 出 
XO om (CDP + ADO) + (M? + MOU CA + 1B)™ 
和 
WX < [ID + WDE a + IMP + LM 1TICA + LB) `l 
< 1 + |x G + ICMP MPNA + UB)“ 
m= 1 + |l A + CXL, UVC + 1B) Ih, 
= Yo. | (4.38) 
Hi (4.38) 可 知 , 如 果 LX USE Miam, E 
u(X ,U) < w(X,U™), 
则 必 有 FX], < yo。 所 以 根据 (4.377) RBS 
Aim = UX USE Mean ||]; S 71, (4.39) 


由 
A.C A.B) inf y(X,U), (4.40) 


iX, USE NO) 
, (4,B} 


° 282 ° 


再 注意 到 on 是 C 内 的 有 界 闭 集 ((4.39) A P H 
IX |, <, 和 Uh <1 EHR Ain EARR Hob, 
易 看 出 ， 如果 (X, U) 是 AO 内 一 列 点 集 的 极限 态 ， 则 由 
(4.28)—(4.30) # 可 知 ,UU 必 为 丁 阵 ,X ， 必 为 非 奇异 阵 ， 并 且 X 与 U 
满足 条 件 〈4.35a) 一 (4.35c) 和 (4.38), PD {X,U} € “es A 
而 22.» HAR). KEEA tn 上 的 连续 函数 的 p(X， 
U), 必 在 MY EER ME. O 
因此 , 定义 式 (4.37) 可 以 改写 为 
A(A,B)= mn p(X,U), (4.41) 


{XUYE A 0458) 
并 且 由 此 可 以 立即 得 到 
2) 设 {4,B} A x 阶 正则 对 ， 则 
{A, Bye N(n)<> AXA,.B) = 0. (4.42) 
定理 4.487, 设 {4,B} 与 {C,D} Bx MENY. ACA, B) 
表示 (A, B) 的 正规 性 伪 离 度 ， 并 且 假 定 A(4,B) #0, & 
Z = (A,B) 和 Ve D). W 
sumi D) < <T (l + ACA, B))d(Z,W), (4.43) 
其 中 
A. A,B) 
ft + A,(A,B)1d( ZW) 
gn) E g+ g + +: + g” = n(n > 0) 的 唯一 非 负 解 ， 
证 明 : 
首先 注意 到 ,利用 一 个 4 阶 非 奇 异 阵 同 时 从 左边 乘 以 4 和 8B， 
并 不 改变 sumlC DY ACAB) 和 (4.44) 所 示 的 7 之 值 ， 所 
以 无 妨 假定 
A= (D, + M DUE, B = (Ds + MU. (4.45) 
其 中 U XAK; D4 一 diag(ci 7° 3%n) > Dg = diag (8,,°°° ,Bn), 
满足 lal + 18:| == 1, í = 1, n; M 5 Ms Pe F = FA 
Bet |](M Ma 有 一 AXA.B). 
任 取 一 〈y,5)e 2(C, D), BRAGA (r, 8)&2(A, B) 
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n= (4.44) 


的 情形 。 无 站 假设 1>| 十 lal = 1, #E Cx = yDx, x€ Cr, 
[xh = 1, < 
R = 6(D, + M ,) — Y(Ds + Ms) 

= (6D , — YD) + (6M , — Y M>). 

H RU = 64 一 YB 可 知 尺 为 非 奇 异 阵 , 并 且 有 估计 式 
IR“ = (CRU) I>" 

= (A — 7B) 17° < leAx — r Bx), 

AFAR AK (4.26) # (4.27), 有 


Ox 
Ax — y Bx = Z(P,8 — Pw") ( )， 


YX 
因此 ， | 
[RI < (za Z ,W 
< [Da De) + |( M a, Ms) ]d,(Z ,W) 
= [1 + A,(A,B)]d,(Z W)=e., (4.46) 
再 注意 到 RR 的 严格 上 三 角 部 分 6M4 一 YMs 满足 
[5M a — Y Mal < I|K M ,, Ma) = A,( A ,B) = 3, 
所 以 根据 第 三 章 引 理 5.1 (只 需 将 该 引 理 中 的 条 件 改 为 jul < 
m Æ 0 即 可 ), 可 得 
A,( A.B) 
将 | da; — r8;| = o((e,,8,),(7.,5)) 代入 上 式 左 端 ， 便 导出 了 估 
ist (4.43), O 
F 4.5. SLA, Bye Nn) 时 ,有 A(4,B) = 0, 因此 ,利用 
pe oe Cn) 的 性 质 ( 见 第 三 章 (5.15) 式 ) 


min |6o — y0,| < 
Ln 


. T 
mega) 
从 估计 式 (4.43) 可 推导 出 估计 式 (4.30)， 
注 4.6。 由 定理 4.4 可 以 导出 Henrici (A= PERE 38 5.2), 
这 可 以 仿照 注 4.4 所 述 的 办 法 进行 推导 ， 只 是 需要 指出 一 点 。 即 : 
如 果 À € Ce 有 分 解 式 UN4U 一 D + M， 其 中 UU 为 西 阵 ， 
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= diag(wm， or),M 为 严格 上 三 角 阵 ; 则 对 于 上 之 0， 根据 条 
N (4.352) 一 (4.35c)， 应 将 正则 对 (4 Iy 分 解 为 
XAU=D,+ Ma, XGDU = Ds, 


其 中 
X = AU", D, = AD, M,= AM, Ds = 1A, 
l 
A = diag ey ———— j. 
Taree Taree 
AI, | 
AA ,tl) < [Malk = 14M ip 
lari 
< |All, < Mu, 
从 而 有 


ALA, y <A, 


A(A) RARAM FRG | 由 的 正规 性 偏离 度 〈 见 第 三 草 定 义 
5.1), 


44 d(Z,W) 5 dr(Z,W) 的 估计 


本 节 关 于 广义 特征 值 所 得 到 的 扰动 界限 中 ， 都 使 用 了 投影 度 
fi 4,(Z,W) 或 dZ W). 我 们 在 这 段 里 ,将 研究 这 两 个 投影 度 
景 与 WW 一 Z 的 关系 ,并 给 出 4(Z,W) 与 dr(Z W) IE F. 

定理 4.5. 设 Z, ,W e Cx, & PH = I — PH, Ppt = I— 
Pwa。 则 


do(Z ,W) = IKWW!)-2( W — Z)PzHlle (4.47) 
= ||(ZZ')-*(1Ir — Z)PH lle, (4.48) 
其 中 p= 2,F， 
证 明 : 
分 解 
Z =(Z,, 0 )U, W=CW,, W, )U, 


no 7 7 n 
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其 中 Ue Ce 为 酉 阵 . 可 算出 

PwH — Pza = WHI(WWH) WW — ZH(Z ZH)-1Z = UH 

X (wi + WWP) W, — 1 WE(W,WE + G 
WEW WE + WWW, WI WWE + WLW?) W, 


和 
(P.H 一 PH) = UF 
x( 一 WIW Wt + WWE), 0 
0 WFO WE + WWE) IW, 
(4.49) 
0 0 
PŁH = UH C 0) U 
可 知 
[CW — Z)Pzu]ËE(WW"U) CW — Z) PLR] 
0 0 
= Uf ( ) U. 4.50 
0 WIWW + WW?) W, (4.50) 
注意 到 


ACWECW WE 十 WW?) W) 
= 1((W,W# + WW?) WW) 
= iT — (WWE + WWW WE) 
= ¿(1 一 WiCW W# + W.W?)"W,), 
所 以 由 《4.49) 和 (4.50) ATR, ane (WWW 一 Z)Pi#] 的 
奇异 值 为 Gil t gny 则 Pg E — P,H 的 奇异 值 为 Oil Ong 
On. 因此 ,有 
IPH — PH, = ||((WW#)-2(W — Z)Pša||J, 
和 
—= Pw 一 Poalle 一 上 Pa)-HCP — ZP, 
a/ 2 
即 等 式 (4.47) 成 立 ， 同 理 可 证 等 式 (4.48), 口 
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从 (4.47) 和 (4.48) 立即 得 到 
定理 4.6. iZ Z,W ecr”, MEANA 
max {UY 一 Z) elle | UW — 2) Poel} 
Tmax W ) Omax Z ) 
< dg Z W) 


<= [|ü 一 ZRele IG — Z Peete} 
Omia W ) T minl Z ) 
< IW — Z ll, /max{ Tmin Z ) >Omin\W ) J. (4.51) 
其 中 P= 2, F; osa (A) 与 sai (4) 分 别 表示 十 阵 4 的 最 大 与 
最 小 否 异 值 . 


习题 


1.3% {A,BYEN(n), T = diag(7,,- ,7,), 

A = diag(6,5°°°,6,), [FI + |ó; = 1, i= 1,-:* n, 
XW x 一 (E11,…, ECC’, 满足 Ax= Fe 6 0 和 Bx = 
Ax > 0。 试 证 : 如 果 对 于 Gu 上 的 点 Cabo), lool? + [Bl = 
1， 有 

(7356) € D,a) = ((e,8) € Gi220C (280) ,(e,8)) <r}, 
=], n, 
则 必 有 lb) EACA, B), E Cans Pi) € D, Caos Po)， 其 中 
r 一 了 /auin((4;B))，omin((4;8)) 表示 7n X In FEM (A,B) 的 
最 小 奇异 值 . 

2. 设 4 阶 正则 对 {4, BJ RNG), Mik x€ Cs, |=xl|,= 1, 
(a,8)€ Gio, WE BAX 天 ccBx， 令 
_ A,(A,B) 

|X(BAx — aBx)||, 7 
其 中 A,(A,B) 表示 (A. BY TEMPER CHL (4.37) A), 
XE Crx” 是 满足 (4.35 a) 一 (4.35 c) AE J. VIA UE: £ £ 
Caibi E (A.B), 使 得 


7] 
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PCCE 4B) ,( Gi B, D) < —— ||X(8Ax — aBx) Ixy 
g(m) 


g(m) É: g + ete + g" = ny > 0) 的 唯一 正 根 。 


55 特征 空间 的 扰动 界限 
51 特征 空间 
EN 51 Z {4,B}E Da). WR 1 维 子 空间 HCO’ 满足 
dim (A% + BÆ) L dinl Z), (5.1) 
则 称 2 是 {A,B} 的 一 个 1 维特 征 空间 . 
由 定义 5.1 可 得 
推论 5.1。 设 {4, B}E DO), Z S: Cr 的 一 个 子 空间 。 则 
A 是 14,B} 的 特征 空间 的 必要 与 充分 条 件 是 2 由 {4,B} 
的 特征 向 量 张 成 . 
证 明 : 
条 件 的 充分 性 是 显然 的 。 以 下 证 明 必 要 性 , 
iz A jt (A, B) 的 一 个 1 维特 征 空间 。 因 为 对 于 ee [0， 
2z), Ap A + Bo (Ae 5 B; W, (1.48) N) 5 ARK + BK 
是 同一 个 空间 ， 所 以 应 用 定理 1.7, SG BRE B X IE E PE. ix 
A = R(X,), X € C7”, Mj dm(BQA) = 1, TBZ 有 一 个 
n— | HERAT ATS A’. B > 0 可 推 知 r OA ' = C, 
设 A’ = R(X), X,€ OFS"), WA XBX, 一 0， 据 定义 5.1 
以 及 dim (BÆ r) = 1, 有 AX GBR, 因此 X AX = 0. F 
是 得 到 


A 


(X,,X,)#B(X., X.) 一 “ r). (5.2) 


RR (X XDE C" ”为 非 奇 异 阵 , 并 且 容 易 看 出 {4B} € DM. 
根据 定理 1.8, 存在 非 奇 异 阵 0.6 CX! 使 得 OF A101 与 01 8D， 
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| A 0 
(X,,X,)9ACX,, X,) = Q )， 
2 


同时 为 对 角 阵 ,所 以 X,Q, 的 列 是 {A,B} 的 1 个 特征 向 量 , 并 且 
由 它们 张 成 了 如. L] 

天 于 特征 空间 ， 还 可 以 如 下 定义 。 

定义 5.2， 设 {14,B}E Dl(n)， 如 果 对 于 某 一 矩阵 对 L, 
BEDD, 1</=< n 一 1， EXEC, 143 

4X = BX,A’, (5.3) 

则 < = R(X.) WR {4,B} 的 一 个 ! 维特 征 空 间 . 

定理 5.1。 定义 5.1 与 定义 5.2 等 价 ， 

证 明 : 

1) 设 BH 适合 定义 5.1。 根据 推论 5.1 的 证 明 ， 存 在 非 奇 弄 

= (X, X) € 0, 使 得 A = R(X,), 并 且 


A, 0 B, 0 
xtax = (" i) XeBX 一 人 )， (5.4) 


0 B, 
其 中 {41, Bi}€ DC), {42,B,}€ Dla — 2). 

记 X-B = (YY), He Y, €e C (54) 式 表 明 ，4X = 
Y.4,, BX, 一 YiB,。 据 定理 1.8， 存 在 非 奇异 阵 Q c C < ， 使 得 
074,0, = A, 与 08810, 一 0 为 对 角 阵 . Teo’ 

A' = Q,A Qï, B= 0,207, | 
则 {£B} E DU), HAW AX,B’ = BX,4'. WA = R(X) 
适合 定义 5.2. 
2) KH 适合 定义 5.2。 利 用 定理 1.7, 作 变 换 (1.48)， 使 得 . 
变换 后 的 Be > 0。 则 由 《5.3) 式 可 得 
AXB, = BeXide， 
其 中 
Aç = A’cosp — B’sing, Bç = A’sing + B cosy, 
并 且 (45 ,85}e DC). lt, 无 妨 假定 (5.3) 式 中 的 8B >O., 

H B— 0 可 推 知 B' 必 为 非 奇 异 阵 。 事实 上 ,如 琳 B' 不满 秩 ， 

则 根据 定理 1.8, 存在 非 奇 异 阵 8'& CGC*， 使 得 


A = 0' (^ Jo” B’ of ) oF, (5.5) 
= 5 = V. . , 
o A, 0 0 
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其 中 QE CPR, k< 71， 并 且 由 14’, Be DG AHA Ae 
CEPI- f B—P,P>0, > 
PAP" = H, PX,Q' = Y,; 


则 由 《5.3) 和 《5.57 可 得 
HY, w °) = Y, (® AD: (5.6) 


(5.6) 式 表 明 rank (Y,) < 1, BU rank (X) < 1!， 这 与 已 设 Xe 
Cr”! 矛盾 。 所 以 B’ 必 满 秩 。 
于 是 ,已 知 的 条 件 可 叙述 为 
AX,B’ = BX,A’, B >0, B'e CG. X e Cc, 
H AX, = BX,A4'B'” 立即 得 到 AA CBA. HFH 
dim (BR ) == 1 = dinl R ) 
得 到 
dim( AK + B) =< dim(B.@”) = dinl Z 2. 
即 Æ = R(X) 适合 定义 5.1. O 
iz RE {A,B} € Dn) 的 一 个 1 维特 征 空间 .根据 特征 空 
闻 的 定义 和 上 面 的 讨论 ,使 得 我 们 在 讨论 特征 空间 的 扰动 性 质 时 ， 
可 以 对 A, B 采用 下 述 分 解 式 : 
XHAX 一 (“ 4)? X#BX = ($ 5.) (5.7) 
其 中 | 
X = (X,,X), X#X, = 1, XEX, = 1°? 1< < n— a 
{4,,B,} € DC), {4:; B2} € D(x 一 l). 
| (5.8) 
对 于 扰动 后 得 到 的 (4, Be D(n)， 我 们 将 采用 与 G5.7), 
8) 同样 的 分 解 式 ,所 不 同 者 ,只 是 在 相应 的 符号 上 ,加 一 波浪 号 


5.2 sinô 第 一 定理 
本 节 论证 定型 对 的 sind 第 一 定理 ,它们 是 DavisKahan sind 


° 290 ° 


第 一 定理 ( 见 第 三 章 $7 定理 7.7) 的 推广 , 

定理 5.2 (定型 对 的 sin6 第 一 定理 )ao. 设 (A, B) 与 
{A,B} 一 {4 十 E,B + FY€ DG), EMA (5.7) 和 (5.8) AR 
的 分 解 式 , 令 X = R(X,), =R). 如 果 存 在 满足 e 十 
6 过 1 Je 20 i 6 >0, 以 及 7Y€ R, 使 得 | 


o((7,1) Ca; ,8;)) < 0 » V(e; ,8B;) € AC A,,B,) (5.9) 


和 
pl((7 ,1),(6 ,6;)) = w 十 Š, V (6; ,6;) € a(k, B) (5.10) 
(或 者 | 
p((7,1),(0;,P;) = c+ ë, V (e; ,6:) € 1(4,,B.) 
和 


(1,1) (4 k) <=, V8isB)e AaB), 
则 对 于 任 一 西 不 变 范 数 | ,有 


| sin@(.@  ,)|| 
< P0037) 4A, BO MEX FRM — (5.1) 
c(4,B) (A ,B) Š | 


其 中 
OK ¥#)= arccos(XEX,XHX,)2 = 0, 


Plad; y) = grila + E1 — a + a/l — (z + ôy] 


2a + 6 ° 
(5.12) 
rv) = 1 t 17, (5.13) 
1 + > 
ICA, BN = V4? + B:||, , 
CEX1, FX = VEXI? + FX. (5.14) 
证 明 : 
分 下 列 4 步 进行 . 
第 1 步 : 建立 扰动 方程 . 
首先 , 令 
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Y = X" = (Y,Y;), 
Y = X- = (YY), y. 5 YE Cn (5.15) 
其 中 X 5 Xin {4,B} 5 {4,8} 的 分 解 式 (5.7),(5.8) 所 示 。 进 
Mm, € 


(Y iay D)" 0 
y = v' í ; , ) 
0 (YPY)? 
yy (0 0 ) (5.16) 
0 (FY, 
和 (YBY; )?(4;,B;) = (A; ,B; ), 


(FPF A,B, = (4) By i= 1.2. O17 
于 是 分 解 式 (5.7) 可 改写 成 


(AX .BxX) = Y (W 


0 
A Ü 
| 5, (5.18) 
xw oe ae ~//A! O B, 
(AX,BX)=Y (( ~, 
Ü A; 0 
其 中 X = (X,.X,)., Y = (Yi, Y2); X = (X.X) 与 Y = (Y,,Y;) 
满足 


XWXx,= XYX, = VEY, = YYY, = 107P (5.19) 
XEY, = XEY, = 0, XEY, = X#Y, == 0. | 
由 《5.18) 可 知 ，AX, = Y,4), BX, 一 Y1,B1!， 因 此 可 定义 镜 余 
R, = AX, — Y,A;, Rs = BX, — YB, (5.20) 
显然 有 关系 式 
R,= EX,, Rs = FX,, (5.21) 


利用 《5.18) 和 (5.15), 得 到 
A=Y AY + YAY, B= Y B YU + Y,B,y;n 
RA (5.20), FRAPS. WA 
R4 = XECY IAM YE + VARYE) 一 APY? 
RY = XY(Y iB Ya + YB 97) — Bin Yt, | 22) 
再 利用 (5.19), (5.16), (5.15) #1 (5.22) 可 得 
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REX, = XHY( YPY AC VEY) 2 — AP YRR, 


REX, = XPV THY B (TPY y? 一 Bye, | (5.23) 
< 
= (YY, FAV AY) = AFET 
ñ, = (YPY *BiCV PY)? = B (Yin , l (5.24) 
则 (5.23) 可 写成 
REX, = 人 区 人 一 AYER 
REX, = X4, BY — Bin Y#R,, (5.25) 


# 
YX, = Z, XY, = W ， 一 RS 和 = €, — RIX, = D, (5.26) 
则 扰动 方程 45.25 ) 即 为 | 
AHZ —WAY = CBZ — WÉ =D, (5.27) 
其 中 A,,B;€ cx! ， Ay, B, € CN) Z 与 We Cixin) 为 未 
ANU EE, 
注意 到 (XY) 5 (X,,Y,)e Cs 为 西 阵 ( 见 (5.19) =), 
所 以 根据 第 三 章 引 理 7.1， 有 
| sin @(.@ ° ,#')|| = VFX.) = lw! 
因此 ,只 和 需 证 明 |W 1 满足 不 等 式 (5 11). 
第 2 步 扰动 方程 的 简化 。 
为 了 简化 方程 (5.27)。 首 先 需 要 对 其 中 的 矩阵 41, Bi, Á, 和 
ñ, 给 出 适当 的 表示 ， 
因为 分 解 式 (5.7) 中 的 矩阵 对 {4B CG = 1,2) 是 定型 对 ， 
所 以 存在 非 奇 异 阵 P, 和 实 对 角 阵 4 与 8;(i = 1,2), 使 得 
(7 1) = diag(a,), ñ oJ 一 diag(0,), 
(A,,B;) = PACAP, QF), (5.28) 
A; +Q? = I, i1= 1,2, 
Py’ 0 


° = x( 0 pa) = 


(0102), Q, € Cr, (5.29) 
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0 显然 满足 


A, 0 


Q 0 
H 4 _ A= ( 
Q AV 0 A, 


0 a) (5.30) 
| A + Q = 1, 
将 X: = 0;P; RA XEX, 一 了 ， 得 到 
PPF = (0f0;)7, i= 1,2, 
Ft P, 的 唯一 分 解 式 P, = HV; (H, > 0, V, 为 丁 阵 ) 代 和 人 上 式 ， 
得 到 H,= (0#0,)-4, i= 1,2, At 
P, = (Q970,)-*V,, (5.31) 
X, = 0,(09F0,)?tV,, V, AAE, ¿= 1,2. (5.32) 
此 外 ,根据 (5.15)， 


). one-o- 


I XÉX,N" 
y'Hy' = (XHX )-i = ( 1 ) 
( + XHX,(1 一 XEX XEX,) 'XEX, * ) 
* (I — XP X XEX,)7 ° 
TE, A 
YPY; = 一 了 十 XTX2CT -一 X#X XX, 1XEX, 
= (1 — XEX,XEX,)"'. (5.33) 


所 以 ,从 (5.17) # (5.28) 得 到 
A; = (YHYI)SPEAP, 了 一 (YY1 EPEOP,， (5.34) 
其 中 P, fi YY, 分 别 由 (5.31) 和 (5.33) 给 出 ， 
类 似 地 ,对 于 定型 对 {4,8,} (一 1 2)， 存 在 非 奇 异 阵 P, 
以 及 实 对 角 阵 À, 和 GG 一 1,2), 使 得 
($ i) 一 diag(@,), (°. 3) = disg(&), 
(4;,B;) = BAC A,P,, G,8,), 


A? + @ = 1, i= 1,2, (5.35) 
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= R( L A Oo Geo 
0 P> pee 
6 显然 满足 
SHAS = 7 1 0 
° A074 (o 1) (5.36) 
we o Ó, ON . 
"BO — 6 — (° a A + Ó = I, 
利用 与 上 面相 同 的 办 法 ， 可 推 知 
P, = (OFO) $T, (5.37) 
和 
X = 0,(00,)-?0;, 这 ,为 西 阵 , i 一 1,2 (5.38) 
以 及 
YY, = (1 — XYZ XER, (5.39) 


所 以 ,从 (5.24) și (5.35) 得 到 
A, 一 PIA PAF EY, B, = PIGP( YHY), (5.40) 
其 中 已 和 Ys? 分 别 由 (5.37) 和 (5.39) 给 出 . 
将 (5.34) 和 (5.40) 代 入 扰动 方程 (5.27)，, 便 得 到 化 饮 了 的 方程 
A,Z, — WA, = Ci, QZ, — WO, = D,, (5.41) 
其 中 
Z, = P.(YiFYID2Z P, W = PriW(Y YY) APE (5.42) 
和 
C,= Pr8CP7, D,= Pr#DP;'!, (5.43) 
第 3 p: 对 于 y = 0 证 明 不 等 式 (5.11). 
HHA (5.9) 和 a < HA 6, = 0 和 


ef) <9, 1<i<i, (5.44) 
V1 一 CHLAI 
从 而 
(<>, 1<i<, 
ĝi 1 — o 


再 联系 到 af + 8; = 1 (J 5.28)), 得 到 
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la| <a, Til 1 <; <, 
il Vi 
Bi | 
WAdb<e, llr, < -+ 
| Jl 一 oz 
类 似 地 ,由 条 件 (5.10) 和 a + 86 > 0 可 知名 关 0 和 
— l — = até, ?十 1 < <n, 
V1 + (8) /&; Y 
从 而 


Bj tol — Ca + 6)’ 
一 -T 一 一 s i + 1 < < + 
再 联系 到 a? + 6? = 1 ( 见 (5.35))， 得 到 

l| < /1 — (a + 6), 

1 1 


< 
\&;| “ats 


， /十 1 和 1) 三 7， 
RA 
~ 1 
A> 
lI A; h< =y 


JJ 6, |, < v1 — (a + sy, 


(5.45) 


(5.46) 


(5.47) 


把 估计 式 (5.45) 和 (5.47) 与 方程 (5.41) 联 系 起 来 , FA 838] gs 


不 变 范 数 必 与 诺 范 数 ， h TAZ (网 第 二 Wa A, 则 从 


wl < YA Az", < - 一 一 一 5 lw Aull 
和 
(ZA =< [er hlz] < ——— 
得 出 
Cul] > (WA — AZ] = (= + NW — ellz 
和 
HDi 之 1 0,Z,|| — |W ,2,]] 
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>I ZPIZ- Vi G + PY Iwill 
从 而 
iwl < iC + @l|Z,]| 
G 十 


— Weil + aiD + V1 = (e + SIWA 一 到. 

= a + ó | 
由 此 可 得 加 

+ ay/1 — (a + 6) ] 
(a+ EY — a’ 

< p(a,8;0) || Cyl? + |ID,R2/8. (5.48) 

再 利用 (YY, 1 =< ]%@-D (BL (5.39)), 从 (5.42),(5.43),(5.26) 
和 (5.21) 可 导出 | 


Iw l| < 


IIW || < [Pallet Pz (5.49) 
和 、 
|C, + IDI < [Pre Bott cl? + DIP 
< Py al] P2*lall(E Xi, FX). (5.50) 
H (5.48) #1 (5.50) FEA (5.49), 182] 
WW || < PCa, 650) P, Pr ll Bl CEX,, FX). (5.51) 
下 面 估计 Wiles lP 和 Pz". 
© @ 从 (5.31) 和 (5.37) 可 知 


MPa < COFO IPT < COFO.) É 
1Bz < (O80.)1,. 
© 据 定理 1.7, 存在 pe [0,2r)， 使 得 
B; = sin~A + cospB > 0, 


(5.52) 


# E. 
Mamin( Bo) = (A, BD. 
利用 (5.30)， 记 


o noA + o 人 °) 
= sln OS (j = 
+ (p ç P 0 Q» > 
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其 中 O, 是 实 对 称 阵 ，0 < O, <1, Q, € CXi。 由 此 可 得 


cA,B)OTO, < OY BQ, = Op 


RD 
H 1 (DD 
O79, < Qo/c(A,B) SCAB) I, 
从 而 ， 
l OF 0, 12 <1//cCA,B). 
同 理 可 得 
O40, < 1 1 (9—D 
c(A,B) 
1575, < 一 二 一 
c 5 ) 
© 根据 (5.307， 有 
(O740,) + COBO, = 1°, 
分 解 


日 一 了 天 ECGC2 GE 一 了 天 EC 
为 非 奇 异 阵 , 代 人 (5.56)， 并 记 


VAV, =M, VUBV,= N, 
可 得 
(K,K¥) = MKKIM + NKKAN. 
因此 
区 OU ,= |CKIK DT = (KKE Y] 
x < |M: + Mhk KË ll, 
JZ (5.57) # (5.54), 


HER = |KtK,l = O% Ql) < Cab) 
JE (5.57) 和 (5.58), 
IM? + N2l||, < || 4? + Bla, 
将 (5.61) 和 (5.62) FLA (5.60) 的 右 端 , 便 得 到 
ICO) < 4? + By/cC4B)， 
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(5.53) 


(5.54) 


(5.55) 


(5.56) 


(5.57) 


(5.58) 


(5.59) 


(5.60) 


(5.61) 


(5.62) 


(5.63) 


@ 把 (5.54), (5.55) 和 (5.63) 代入 G. a 得 出 


A <a Pri, < 一 
/c(A,B) = 


TA (5.64) 


c(A,B) 
后 把 (5.64) 代 人 (5.51)， 便 证 明了 += 0 时 的 不 等 式 
(5.11). 
第 4 步 ， 对 于 7 关 0 证 明 不 等 式 (5.11). 


令 
c= +7’, = Y| Vit P, 
Ay = diag(aio) = cA, — sQ, 
Q, 一 diag( Bio) = sA, + cQ, 
和 
lin = ding dy) = cÀ, — 10,, 
Ox = diag( Bj) = sÀ; + ¢O3, 
于 是 有 
a = TPL, pn AER, <i <I 
Ji + 7 Vitr 
和 
a = LZIB ge Y É PEI <j <n, 
Vl +7 Vitr 
它们 满足 
e((0,1),(eo,806)) <q e, l< <1 
和 


0((0,1),(aj0,8)) Z a + ó, 1 + 1 < / < n. 
与 此 同时 , 方程 (5.41) BT 
AZ, — W Ån = Cy, QoZi — Wily = D. 
其 中 
Cr = cO, — SDyy Dy == sO, + CDi; 
根据 证 明 的 第 3 步 ( 见 (5.48) 和 (5.49)), 对 任 一 本 不 变 范 数 | |， 
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有 估计 式 
NW || < PCa; OY Pills aI — @ | Cool 
+ al|Dioll )/ 8. (5.65) 
上 式 右 端 中 的 
V1 — a? || C,| + oll Diol 
< V1 — a (ccd + [sl (DD 
+ al |s| Cl + cD 
= (cy 1 — = 二 ellci 
+ (|s| V1 — o +ac)ID,! 
< [G /l— Ga +als|)? + G| 1 — a + ac] 
x (C.F + IDD, (5.66) 
而 
(el =e 十 ol 十 ClVI 一 过 二 ce 
一 1 十 4aV 1 — o c | s| 
<] + 2cl:| 


1 + Y 


fü À (5.66), E5 (5.65) 联系 起 来 ， 便 得 到 7 = 0 时 的 不 等 式 
(5.11). EEH, 


= 9 (r), 


5.3 sind 第 二 定理 


对 于 Frobenius HAC! li:， 不 等 式 (5.66) 可 以 换 成 不 等 式 
V1i—olCols + a| D. 

< VIC! + (Dol? = WCF + IDA ; 
因此 ,(5.13) 式 所 示 的 4(Y), 可 以 换 成 9(7) = 1。 于 是 从 (5.11) 
可 得 估计 式 
sin 0.2, y < WB o WEN EX) (5,67) 

c(4,B)c(A,B) Š 

其 中 
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\(EX,,FX p= VEXI? + EX AF. 
下 面 的 定理 指出 : 在 较 弱 的 条 件 下 ， 不 等 式 (5.67) 依然 成 
立 . | 
定理 5.3 (定型 对 的 sin 0 第 二 定理 )a9，、 设 {4,B}, 14,8), 
X5 X 均 如 定理 5.2 所 述 ， 令 


` Ca;,8;) € ACA, B.) 
6 == wine) 上 


(&,ñ) € (Aa Ba) 
如 果 6 > 0， 则 不 等 式 (5.67) RIZ. | 
证 明 : | | 
如 同 第 一 章 $ 5 中 5.2 所 做 的 那样 , HIG 41) Pes 
Zi’ Wis, C, 和 了 ,的 元 素 分 别 排 列 成 上 Ka — 1) 维 列 向 量 z, w, e 
和 d, 则 方程 (5.41) 可 改写 为 ( 见 第 一 章 〈《5.3) 1) 
(I@A,)z — (A,@1)w = e 
(1@2,)z — (Š,@I )w = d, 


由 此 可 得 | 
(A, 22, 一 SAW 一 —(IQ Q, )e + (IQA Jd | 

和 

min ja; — b&l lwll < vlel + ldi, 

EE 
即 

Hanz L Un H2 
a < Viel? + Dale (5.68) 


ô 
此 外 ,根据 (5.43), (5.26) M (5.21), 有 
Cdk + IDN 
< Po lallPr, VIR + (| Roll? 
= [PPh ziCEX,, FX le. 
FE, M (5.42) 得 到 
WW lls < IPPT lll BCE Xi. FX L/S. 
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再 将 (5.64) 代 人 上 式 右 端 , 便 导 出 估计 式 (5.67)。[0 

35.1. 由 定理 5.2 和 定理 5.3, 可 以 分 别 推导 出 Davis-Kahan 
sind 第 一 定理 和 sind 第 二 定理 ( 即 第 三 章 定理 7.7 和 定理 7.9). 
WLI Davis-Kahan sind 第 一 定理 为 例 ,推导 如 下 。 

| 设 A, A= A+ E 6 Can BEY Hermite WE, X = (X,, X,) 
与 X = (X,,X,) 为 4 阶 西 阵 , Xi 与 KECA < 1< n — 1), 
使 得 | 


o- ‘A, 0 von /A, 0 
XHAX = (° a) XHAK 一 W 1) (5.69) 
其 中 4,,4,€C™, & A = R(X), = R(X) 和 
R = AX, — XA' = EX, (5.70) 
以 及 
A= [a,f1CR, A’=R\(o—8,8+4), (5.71) 
已 知 
aCA JCA, A)CA’, (5.72) 


试 求 sinele, PZ) WER. 
因为 同时 用 4 el 5 4 一 “1 分 别 代替 4 与 2, 


并 不 影响 R, KASH, BrUL GIS KE 0 < < 二 一 p. 
对 Tí> 0, iB {4,11} 与 {4,11} €D@). 显然 有 分 解 
=Ñ 
A, Ü g _ tl 0 
XHAX = « a) x GDx—( g) 
vuxa A, 0 oH ww (tH 0), 
KAX = w 1.) ANC )X É a) 
并 且 ,如 果 1(A,) = { a; i=, 和 aCA) = 16; }Pattis wy 1(A,,¢1) = 
= {Cat ) yz 和 和 4(A25t1) = {(6;, t) Yat. 据 条 件 (5.72), 有 
P 


p((0,1), (C081)) = ————— S — Ë 1 过 ;去 ; 


Ji + (8) 
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KOD, Go) = 1 / fi + (2) 


pe 


+ ó + 82 
>t / h + (et), 


t 
Í + 1 < / < n, 


令 | 
JNF OY = e, 


2 / h + (242) } — A SID] 


ca 与 6 显然 满足 定理 5.2 的 条 件 : o 20,8 > OMe’ + ë' < 1. 
因此 ,如 果 令 


n= fi+(2), n@= + + (242), 
rst) = J 1 + (14) 


. x Ax 
a) = mia fi + (=) , 
. xH fx 2 
ale) = in 1 + (4) , 
WAS (5.11) 稍 经 计算 可 知 , 对 于 任 一 西 不 变 范 数 | 上 ， 有 不 等 式 
| sin OCR, E )|| | 
(2a + Brrr NER 
ee 十 DAG, 十 cr;(z)] [Ce + 8 )r G) 一 cr 了 
令 :一 十 co, 即 得 到 Davis-Kahan 的 估计 式 ( 见 第 三 章 (7.27)) 
l sino, E) S RII. 


28 
1. 设 {4,B)E N(n), 如 果 了 于 空间 A eC 满足 
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dim( 4. 人 2 + BA) < dinl.) =i, | 
则 称 A 是 {A,B} 的 一 个 :维特 征 空间 。 试 证 : C 的 任 一 子 空 
间 .2 是 (A, BSE N(n) 的 特征 空间 的 必要 与 充分 条 件 是 2 th 
{A,B} 的 特征 向 量 张 成 . 
2. 试 由 定理 5'3 导出 Davis-Kahan sin9 第 二 定理 ( 即 第 三 章 
定理 7.9), 


§6 广义 不 变 子 空间 的 扰动 午 限 


61 广义 不 变 子 空间 


广义 不 变 子 空间 是 上 和 节 所 讨论 的 特征 空间 的 推广 。 

定义 6.1..9 设 {A,B} en WIEN, (4.83 BIAS 
l<n—-1) 阶 正则 对 。 如果 存在 X ECY, GA 

rank(X) = 1, AX,B, = BX,A,, (6.1) 

则 A = RCX.) Wh 14, B) 的 一 个 ! 维 广义 不 变 卫 空间 

在 研究 与 广义 特征 值 问题 84x 一 aBx 相 联 系 的 子 空间 时 ， 
G.W. Stewart[153] 引进 了 收缩 子 空 间 对 的 概念 , 即 

定义 6.2. 设 {4, B}) 是 # 阶 正则 对 , K SVE J 
空间 。 如果 


并 且 


dim(.% ) = dim(Y) =? 


ARB, BX SY, 
则 名 7 与 叫做 (A, B) 的 一 个 1 维 收 缩 子 空间 对 (以 下 简称 ; 
为 收缩 对 ). 
为 了 揭示 收编 对 与 广义 不 变 子 空间 的 关系 , 先 证 明 一 条 引 理 。 
引 理 6.1.9 设 {4,B} 是 ”= 阶 正则 对 . WW a E (A.B) 的 
一 个 1 维 广义 不 变 子 空间 的 必要 与 充分 条 件 是 存在 西 阵 Y 与 X= 
(X XD EC, Beh XE CLIA < I << n — 1),@& = ROX), 
使 得 
(Ps By» 


Ay A 
YHAX = ( ü y, YHBX = )， (6.2) 


A» \ 0 By 


° 304 ° 


其 中 Ay, Bye C. 

证 明 : 

充分 性 、 H LA, BS 是 正则 对 ,aa 可 以 立即 推 知 { Au, Bu} 是正 
则 对 。 据 定理 1.1, 存 在 满 秩 方 阵 P, 与 Q, € CG*', 使 得 


A, 一 PiJ 4,915 By = PiJs Qis (6.3) 
其 中 Ja, 5 Je, 有 如 《1.4) 式 所 示 的 形式 ， 仿 | 
4 一 9i74， B, 一 O71 7s > (6.4) 


则 由 ya Je, = Js Ja, Al AuB, = B, A... BẸ 
Ay Ay I Buy By I _: 
w 人 (ja a) A) 4 (6.5) 
Kt (6.2) 代入 (6.5), 得 到 AXB, = BX,A, BERR, A 
rank(X,) = 7, FA (6. 3) 和 (6.4) A 
A, = (P,Q) Aui B. = (P,Q) ur 

可 见 {41, Bi} 是 正则 对 。 因 此 ,根据 定义 6.1, = R(X,) 是 
{A,B} 的 一 个 ! BY MABRFSIA, 

必要 性 。 首先 无 妨 假设 (6.1) 式 中 的 X, 适 合 XiX, = I, R 
据 (6.1), EC’ 中 存在 一 个 / 维 子 空间 多 , 使 得 

AK, BÆK THU, 
SEY 中 取 一 组 标准 正 交 基 , 构成 Ye, HE Z+ 中 取 一 
组 标准 正 交 基 ,构成 Yre Oe, ARE 受 中 取 一 组 标准 正 
交 基 ， 构 成 XED, FH X = (X,,X,) 与 了 一 (YY2) 
均 为 西 阵 ， FFA 
YHAX, 一 Y2DX = 0, 

由 此 立即 得 到 分 解 式 (6.2)。 口 

定理 6.19. i {4,B} 是 4 阶 正则 对 , A 是 Cr 的 一 个 1 维 
子 空间 (1 <l<n—1), WA 是 (A, By 的 一 个 广义 不 变 子 
空间 的 必要 与 充分 条 件 是 存在 ! 维 子 空间 ZZ CCC, HA AS 
Y 是 {A,B} 的 收缩 对 . 

证 明 : | 

BR 与 多 是 {A,B} 的 i1 维 收缩 对 , 则 按照 引 理 6.1 中 证 


"s 305 。 


明 必 要 性 的 办 法 ,可 证 存在 西 阵 X = (X,,X,) 与 Y = (YY), 
其 中 R(X) = BW, R(Y) = 2， 使 得 {4,B)} 有 分 解 式 (6.2). 
根据 引 理 6.1, A A,B} 的 一 个 广义 不 变 子 空间 . 

反之 ,如 条. 有 是 {A,B} 的 一 个 广义 不 变 子 空间 ， 则 由 引 
理 6.1 知 , 存 在 西 阵 X = (X,,X,) 5 Y = (Y,,Y;), 其 中 R(X) 
=X, EE CEDAR. MME 

AX = Y,A;,. BX, = YBa. (6.6) 

id Y = R(Y,), 则 (6.6) 式 表 明 4 ,BH CY, F:rH dimy = 
LMA 5 % 构成 {4,8} 的 一 个 收缩 对 。 口 


62 WF T(P,Q) MAX dif 
i {A,B} Sco 阶 正 则 对 ,并 且 分 块 为 
An Ay Buy By 
a= - (2 +). = (3. 2) 
Ay Bie, 1<1=<n—L1, 
TASSA 
如 果 Ay = By 一 0， 则 由 引 理 6.1 知 ,R( 人 | )) 是 {4,B} 的 
一 个 不 变 子 空间 。 因此 ， 如 果 (Aas Ba) # (0, 0), 而 是 Ias 
1° 
8 外 很 小 , 则 可 以 设想 (4,B) 有 一 个 不 变 子 空间 R(( > )). 于 
是 建议 寻找 P,Oe Ce-2x:， 使 得 


Co Ds DTG eb 
G PE J-C) P 
如 果 (6.7) 式 成 立 , 则 R((。)) 显然 是 {4,B} 的 一 个 广义 不 变 


lu). 
(6.7) 式 表明 ,P 了 与 0 应 满足 方程 组 
l OA, — AnP = Aa — QAP 


(6.8) 
OB, 一 ByP = By — OB >P, 
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C EIET 


Se YM C68 eat Fij Cr- 0x2 上 的 线性 算 子 T: 
T(P, Q) = (QAN = AaP,Q Ba — BP), 


P,O € CDx7 (6.9) 
同时 定义 算 子 p: 
qp[(P,Q)] = (04,P,08B.P), (6.10) 
于 是 , 方程 组 (6.8) 可 写成 算 子 方程 
T(P.Q)= (4a,Ba) — pl(P,0)1. (6.11) 


利用 Frobenius 范 数 | l AJAH, WRU 1 = [Cnr 
Bor, WHER EH 8.1 的 条 件 G) 与 Gi) 均 被 满足 ;因此 , 当 T 
可 逆 时 ,可 以 应 用 第 三 章 定 理 8.1, 求 得 方程 (6.9) 的 一 个 解 (P, 
Q), 并 能 给 出 ICP, Mle 的 一 个 上 界 . 
为 了 给 出 ICP, Ole 的 上 界 , BAAS ITC. 所以， 必须 
首先 研究 算 子 的 有 关 性 质 , 
定理 6.2.” i TE. ie MAT FFA RE Au, Bul 
与 {An, Bu} FAE. WT BÍ 9 AS E; 38 2y 28 PF 3: 
| WM As Bi) NAC An, Bu) = Ø. (6.12) 
证 明 : 
把 定理 的 断言 换 一 个 说 法 ,就 是 : 对 于 任意 的 R,SE C9, 
方程 组 
OA, — AyP = R, OB, — BaP = S (6.13) 
一 定 有 解 (P.0) 的 必要 与 充分 条 件 是 (6.12) 式 成 立 . 
应 用 定理 1.1, 无 妨 假 设 An, Bh, 4n 5 B2 RAM 0.4) 式 
所 示 的 标准 形式 .这 时 ,它们 都 是 上 三 角 阵 , 仅 在 主 对 角 线 和 上 次 
对 角 线 上 有 非 零 元 素 ， 并 且 满 足 
A;; B ;; B; Ais 1 = 1,2, 

如 同 第 一 章 $5 中 所 做 的 那样 ,将 P, 0, R 与 5 的 元 素 分 别 排 
列 成 1 (n — 1) 维 列 向 量 p, q, r 与 s, 则 方程 组 (6.13) 可 改写 为 
{ (LT )g _ (I? A, P = +T 

(BiQ Jq — (IQ B, p = s, 
BH 
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(C ee 


ARDIT? _. 16 As 
T= (rore Logg) 
根据 正则 对 的 定义 ,存在 4€ C， 使 得 detC4y + Bu) = 0. 
于 是 可 作 变 换 


其 中 


(6.15) 


LPR T Ce 一 人 0 
(erent + BABIT ogren) 


PQI OP APDIP 
x ( 0 IG 1 "D ) 
_ (4 + BRI x ), (6.16) 
0 T> 
其 中 
T> = (BEDDI + ABR) SIT '[IGOCA> 十 1B2)] © 
-7 TBa 


= BEAT + 1BE)IQCAn + ABn) — IQBz 
= [( Añ + ABR) IOLILBASQCAn + 1B) 
— (AR + LBA) QBxy} 
= [C4i + ABE) OI] (BIOA, 一 ARD Br), (6.17) 
由 (6.16) 和 (6.17) 可 知 ,方程 组 (6.14) 有 解 (97,27) 的 必要 与 充分 
条 件 是 
detT = det( BAGA — ALB») = 0, (6.18) 
设 AL, Bi, Ax 与 Bn 的 对 角 线 元 素 分 别 为 Lal? Hears 8P Has 
a? ha 5 bP Ha, 则 显然 有 
(Ans Bu) = (Caf? Bi?) Haas 
(An, By) = {Ca}, BY) I el; 
并 目 (6.18) 式 表 未 
BfDa 天 aOR, Wi 一 1 一 1 一 


Bj) MA a Bud NAC A; Bz) => 2, m 
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NT 


m™ ipigs. 


| Ae 


如 同 在 讨论 不 变 子 空间 界限 时 定义 函数 sep 那样 (网 第 三 章 
定义 8.3 与 定义 8.4)， 可 以 定义 正则 对 (Au, Bay 与 (Ax. Bu} 的 
BRK diflt>3! 055), 


dif(4u, B; An, Bn) Sio int _ TCP, Q ) Ilr. (6.19) 
其 中 T(P,8) 如 (6.9) 却 所 示 。 ABE, 4 T AN. 
dit Au; Bu; Ans B.) 一 T], (6.20) 
此 处 
IT — sup, TPO (6.21) 


AGS TEE, dif( da, Bus dn, Ba) 并 不 是 集合 AC4u, Bu) 
与 An, Bn) 之 间 的 距离 的 下 界 。 事 实 上 ,对 任 一 实数 IT 天 01， 
有 4C0A;;,0B;;) = Au, Bu), r= 1,2; 但 
dif(oAy506By304n,0B2) 一 adf(4 Bu; An, Bu), 
因此 ,通过 改变 c, 就 可 以 使 df 很 大 或 很 小 ,而 Aas B; )G ==1, 
2) ”并 没有 改变 ， 
如 时 对 Ple = 1 40 (Oly = 1 先后 计算 T(P,0) m TO, Q), 
则 可 得 到 
dif(Au, Bu; An, Ba) S min{llCAn, Budi, ll(A2, Bad|le}. (6.22) 
By UL, dif 是 (4i,Bi)llz G = 1,2) BORA. 
Fp dif 的 性 质 , 列 举 如 下 几 条 ， 为 了 简化 符号 的 记 法 ， 
将 A; 与 Bi 分 别 改 记 为 4; 与 B,G = 1,2). 
首先 一 条 性 质 是 : A dif 对 于 4; 与 B: (i = 1, 2) 的 扰动 
是 不 敏感 的 , 即 下 述 定 理 成 立 . | 
定理 G.3.0°' 函数 dif 满足 不 等 式 
|dif( A, + E,,B, + Fi;A; + E,,B, + Fa) — dif(4,, B15 A;,B,)| 
< |Œ File + ||CE;, Fadile. (6.23) 
证 明 : 
假定 定义 式 《6.19) 中 的 下 确 界 对 于 dif( d, + EB, + Fi; 
A, + E,,B,+ F) 在 《P,0) 达到 , 则 有 
dif( A, + E,, B, + Fi;A; + E,,B, + F3) 
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= |CO + E) — (4, + E)P, OC Bi + Fi) 
_ (B, + F,)P)||s 
= ||(Q4, — A;P, QB, — BP) 
+ (QE, — EP,Q F, — F,;P)||>z 
= IC OQA, — A,P, QB, — B,P)|lr 
E | OCE,, F) g (E, F,)P\\r 
= dif(4,, Bi; 42, B2) 一 CE Fille 
(E25 F,)ls. 
同 理 可 证 
dif (A1, B,;A;, B,) > dif( 4, + E,, B, + F,; A; + E,,B, + F,) 
~~ CE. Flls IIKE;, F Ilr. 
所 以 不 等 式 46.23) 成 立 . O 
定理 6.4.9") 如果 U,, Vi, Us 与 V; 为 非 奇异 阵 , 则 
dif(ViIIAU VIBU ;VI AU,, V7:BD,) 


dif (4, B1542, B2) 
> or et 0 (4) 
ie BA: 
1) 证 明 
dif(KFi4D Vī'B,U,; 42 B2) | 
fA,B;A,B) _ .25 
a HUy'|,max {U,V ,la} ° 629) 
4 


R = OV{'A,U, — A,P,S = OVj'B,U, — B}, 
取 《P,0) 满足 
G) IP,0)lls = 1, 
(ü) ICR, Sle = dif(VPAU,, VB U; 42, Bo). 
于 是 有 
VCR S)ejUy ih > (RUT, SUTÐ Ilr 


= (OVi /A, — A,PUT',QOV{'B, — B,PU;")||p 
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= dif( A,, By; Az, B2) (PUT, OV 7») {Ip 
== dif(A,, B1343, B,)/max(||U |l, Valha}. 
因此 , 不 等 式 (6.25) RY. 
2) 证 明 
dif(4,, B1; UZ'A,U,,VytB,U,) 
dif(4,,B,3A2, B;) 


~ JUlmax(||U71|,, (Vetta ° (6.26) 


令 
R = QA, — V;'A,U,P, S = QB, — U>'B,U,P. 
R (P,O) 满足 
G) 1(P,Q)|lr = 1, 
Gi) [|CR, Sip = dif(A,,B,3;V7'4,U,,Vz'B,U,), 
于 是 有 
IVall CR, Ss > R, VS) 
= (7:04, — A,U,P,V,0B, 一 BLU,P)|lr 
> dif(A,, Bu: A.B.) : |\(UP,V.0) |p 
= dif(4,, B1; A2, B2)/max{ [Uz h IV t|). 
因此 , REA (6.26) RZ. 
利用 (6.25) 与 《6.26), 立即 得 到 不 等 式 (6.24). O 
定理 6.5.1155] 设 
A, = diag( AP, ++, AP), B, 一 diag( BID, ++, BP), 
A, = diag( AP, ++, AP), Ba = diag( B®, +++, BP), 


则 
dif(41,B,1342,B,) = min difCA™, BP; AP, BY), (6.27) 
isis} 
1< jas 
证 明 : 
只 需 证 明 


“(a J: 4 B) 
1 0 AD 5 ( 0 BSP 5 25 2 
= min{dif( A4{®, BY? 3; A2, Bz), difC 43”, BS”; Ar, Br) }3 (6.28) | 
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因为 同 理 可 证 


AP oN /B® 0 
(do Bs (ga) Co ae) 
0 AP’? \o Be 


= min{dif(4,, B1; A), B®), dif(A,, B13 AS, BY}, 
然后 可 以 归纳 地 证 明 等 式 (6.27), 


首先 指出 ， 
(ap (gp) 24am g 
的 必要 与 充分 条 件 是 


ICAP, Bi?) n ACA B2) = D 
或 

ACA, BSP) NA A, Bd) = D. 
因此 , 《6.28) 式 两 端 必 同时 为 零 , 或 同时 不 为 零 。 现 假设 (6.28) 两 
端 闻 时 不 为 零 。， 这 时 ,有 


jip AP o B Oy B 
! $ wo) Co sp)’ > ) 


CAD (“ j ) 


= inf 
0 AP 


IP, Q) NF=1 


— A,(Pi,P;), (Q1: 92) ow 5) 一 BCPP) 


== inf (|C O, AS — A,P,, O, BYP — BP.) |l? 
CP, Q) p=1 
-+ JI 0, 4 — AP, 0,BSY 一 B-P )ilè} 
inf { dif? A{?, Bi?;A;, B2) CPi, 1) ||? 


PO p[]R+ ||P 2202 |] 2 = 
+ di? (4AP, BY; 42, Bz) || (Pr. Q2) |]? } 
> min{dif (4, BID: A,, Bz), diP( AP, BP; A,, Br) }. 
BAM, Aik 
dif (4{8, BYP; Az, B2) < dif (AP, BP; A2, B2). 
取 P, 与 Q, 满足 || CPi, Oy) Ile 一 j, # E 
dif Ai?, BiP; A23 Ba) 
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= COA? — A,P,, OQ.BI? 一 BPP iir. 
则 
dif( A,, Bi;A,, B,) 


| AP 0 . 
(CQ,,0) ( 0 4) — AXP,,0), 


inf 


x (os po) 7 BC), 


= ||(Q,A{? 一 ApP,, Q,B® — B,p)ls 
一 dif( Al, BM; A,, Ba). 
Alt (6.28) AE. O 
63 ”逼近 定理 与 扰动 定理 
应 用 第 三 章 定理 8.1 可 知 , 对 于 


Am (2r 2, 5 — (* 
Ay Ax Bx By 


和 (6.9) 式 所 示 的 算 子 T, mR {A,B} 和 {Ans Bi} (i = 1,2) 
BALMS, TAR HAS 5 = TOO y = 4a, Bailes n= 
W4neBadilr, WH 2y/8 < 114 时 , 必 存 在 满足 |CP, Or < 


27/8 8 (P, 0), E R (( 。 )) 是 (a, B) 的 广义 不 变 子 空 


闻 。 抬 |P], < |CP,Q)|, < 27/6 与 第 三 章 的 (8.6) 和 (8.9) 式 联 


系 起 来 ,就 刻 划 了 R((。 )) 作为 {4，B} 的 近似 广义 不 变 子 空 


邮 的 还 近 程度 .这 一 结论 可 叙述 如 下 : 


定理 6.6 CEEE), jk (A, By 为 zx 阶 正则 对 ,X = 


(X,,X,) 5 Y = (Y,, Y,) EAR, X 5 Y, e CASS — 1). 


记 


A| A 
YH AX 一 人 11 2), 

An An 
VEBX = (" By 


- ix! 
> )， Aus B, € C . 
Day 22 
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其 中 {Aius B; YG = 1,2) Be IE WI ST, < 
Y 一 IC Aas Ba )ilr> 7 — An, Bu) lp 


如 二 
6 = dif (Ans B; Ans Bx) => 0, 
并 且 
nY 1 
gt 4 


则 存在 PE Ce-nw， 满 足 IPlls < 2, t4 R(x (7 )) 是 {4， 
B) 的 广义 不 变 子 空间 . 
定理 6.6 表明 ，R (xX (。)) CHO ROD) 是 {4,8 的 一 个 近 


似 广 义 不 变 子 空间 ,并 且 Ple < 红 反映 了 它 和 14B} 的 广义 
不 变 子 空间 R(X E )) 的 差距 . 


WRI {4,B} 的 广义 不 变 子 空间 看 作 {A + E,B + F) É 
近似 广义 不 变 子 空间 , 则 可 从 定理 6.6 得 到 下 述 扰动 定理 ， 

定理 6.7 (AEE, 设 {A,B} 与 14 + E,B + F) & 
A 2 RENS, X= (Xis Xz) F Y = (Y,, Y) EBEE, X, 与 
YECHA << n — 1), 满足 

Ay Ap 

0 1) 
By Bu 
0 B, 
Bl 2 = R(X.) 是 {4, B) 的 一 个 1 维 广 义 不 变 子 空间 . j 


Ey, E 
VHEX = ( 11 2), 
Ex Ez 


yax — ( 


YHBX = ( ) Assy Bu € C, 


Fy, F 
Y“ Fx = ( u fa 


Fa rh Ens F. € C 
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Y 一 CE2, Fa dlle 7 = IC As. Badllp + NCE, Fa)ilz. 
如 车 
| 0 = dif (A us Bu; A; By) -= ICEns Fis) (lp — |C Ep, Fy) Ile 一 0, 
并 且 


AY. < 
8 


小 | 一 


了 
则 存在 Pe Coo, 满足 Ple < ZZ, 使 得 R(X( ，。)) 是 (4 十 
E, B + F) 的 广义 不 变 子 空间 ， 
下 面 用 一 个 最 简单 的 情况 , 说 明定 理 6.7 的 结论 . 
推论 6.1。 设 (A.B) 是 4+ 阶 正则 对 ，E, FEC, (ap) 
是 {A,B} 的 单 特征 值 , x 是 相应 的 单位 特征 向 量 。 设 X = (xz 
X) 与 了 一 (yw,Y) BAM. 


Ta, a: TB, 6% 
Y"ax = | ); Y"BX = ( )， r = 0, 
0 An 0 By 


/ F H. gi 
YH EX = l. i )， Yi pX = 人 ). 
g En 


r Fz 
令 
= I(g1,rTT||, 1 = Ca, b") ll + (CR,s®) i;, 
E == ICE, Fila 
和 
œl Án- 
= 人 5.) 2° 
DAR 
6 — 2e > 0, 
IF AL 
ny 1 
(5 —2e) ° 
则 存在 pec, Be 由 P 一 v 使 得 
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X, = x, + Xp 
是 {4 + E.B 十 BR 的 特征 向 量 , 并 且 RG) 与 R(x,) ZI 
离 
sin @( R(%,), Riz <— 27 
(8 — 26} + 472 
证 明 : 
直接 应 用 定理 6.7 即 可 .只 需 说 明 一 点 ， 即 
6 = dif(c 813 4z Ba), 
这 是 因为 , 据 题 设 ，(cip 交 人 4as Bn)， 所 以 按照 定义 ,有 
dif(e,.0,; Aas B2) = [T (p,m, 
其 中 
T(p.gq) = (qa, — Axp.q0, — BrP), 
于 是 有 
a „ao IT? p, g) l| 
IT Cpg) = ae Pee 
— | su J(p.e)lr | 
pa || TC Pog) 
= ng TIO 9) 
wae |CP q). r 


= EG) 


ded 一 Bn/ \p 


IG) 


| -i 
| 


al Ay\-! 
~ | (r 5.) he H 
$61. 关于 与 奇异 值 分 解 以 及 广义 奇异 值 分 解 相 联系 的 村 
空间 《 即 所 谓 奇异 子 空间 和 广义 奇异 子 空间 〉 的 研究 ， 已 经 取得 
一 些 基本 的 结果 , 读者 可 参阅 Wedin, Stewart 和 作者 的 有 天 论文 
[15].[155141[ 182 l, 


* 
2 


习题 
1. i A€ C, d e Cr, ENM 
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sepr( Ai, A) = int IPA, — AP ip. 
Pec™ 
IP pet 


试 证 : 
(1) 一 一 sepr(d 42) > dif(A,,13 A, 19), 
/ 2 
(2) 如 果 |All i, lli, Ji 


dif (CA,, IP; A, I> 之 > sepr (4, A). 


2. 设 {41, Bi} 为 7 阶 正则 对 、{4;, Ba) Zm BYIE IST. së 
MEF T: 
T(P,Q) = (QA, — A.P. QB, — BP), P,Q € C™*, 
将 (P,0) 的 元 素 按 某 一 固定 的 顺序 排列 为 21m 维 列 向 量 ， 同 时 
把 了 看 作 C*” 内 的 一 个 线性 变换 。 试 证 如 果 工 是 下 的 起 阵 表 
示 ， 则 
1 


—— <S Tl 
dif (4, Bi; Aas B;) | |z 


第 四 章 说 明 


关于 正则 和 握 阵 对 广义 特征 值 问题 扰动 性 质 的 研究 ， 是 从 七 十 
年 代 开 始 的 。Stewart 在 七 十 年 代 发 表 了 论文 [153]、[155】 [156】、 
1L158] 和 [1159]， 在 这 些 论文 中 ， 他 分 析 了 研究 广义 特征 值 问 题 扰 
动 理 论 的 必要 性 ， 并 且 第 一 个 使 用 弦 度 量 , 建立 了 广义 特征 值 的 
Gerschgorin 理论 , 求 出 了 定型 对 的 广义 特征 值 的 扰动 界限 (本 章 推 
论 3.1)， 分 析 了 收缩 子 空 间 对 的 扰动 规律 〈 本 章 定 理 6.6 一 6.7). 
作者 在 此 基础 上 ， 作 了 进一步 的 研究 。 关 于 正则 年 阵 对 广义 特征 
值 的 扰动 ,作者 的 着 眼 点 是 把 矩阵 对 放 到 复 投 影 空间 中 去 孝 察 , 先 
用 某 种 投影 度量 去 界定 广义 特征 值 的 扰动 ， 然 后 再 把 投影 度量 与 
BRAY Euclid 度量 联系 起 来 ， 对 于 广义 奇异 值 的 扰动 ,可 以 类 似 
地 进行 研究 。 关于 广义 不 变 子 空间 的 扰动 ， 作 者 把 Davis-Kahan 
理论 推广 到 定型 对 的 情形 ， 解 决 了 Moler 和 Stewart 在 1977 年 
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提出 的 一 个 open question™, 同时 阅 明 了 研究 广义 不 变 子 空间 扰 
动 性 质 的 一 种 办 法 。 有关 这 方面 的 问题 、 读 者 可 参阅 作者 的 论文 
[8] [11].[131 1151161. 

关于 奇异 对 的 广义 特征 值 问题 的 扰动 分 析 ， 目 前 的 工作 还 不 
多 。 可 参看 作者 的 论文 [14].[22] 和 Van Dooren 的 论文 [174] 

关于 广义 特征 值 问题 扰动 理论 的 研究 ， 还 存在 不 少 问题 。， 例 
如 : 广义 特征 值 问题 条 件数 的 性 质 和 估计 ， 根 据 不 同 需要 和 不 同 
类 型 的 矩阵 对 ,来 求 扰 动 界限 ,以 及 奇异 对 的 广义 特征 值 问题 的 扰 
动 分 析 ,等 等 ,都 有 待 于 深入 研究 . 


。318 。 


第 五 章 J MBSR oe eA iM 
S1 aps et 2 E J Ee RAY DL) 


2 6 ~ 2 6 
例 11 A= )， a= ( ), 
2 6.00001 2 5.90999 


8 | ~ 8 \ 
b= (5 0001 ): b= (8 00002 上 
计算 可 知 
EON (300000. ~ 300000), 
—100000 100000 
qa (— 299999 300000 中 
100000 —100000 
方程 组 4x 一 6 的 解 x 一 (1, 1, 方程 组 ME = Ê 的 解 š — 
(10,—2)", 
例 1.1 说 明 , 4 和 6 虽然 经 过 很 小 的 扰动 ,但 4 和 的 逆 和 Ax 一 
b 的 解 x 却 都 产生 了 很 大 的 偏差 。 因此 有 必要 研究 非 奇 异 阵 的 逆 
和 线性 方程 组 的 解 的 稳定 性 ， | 
AKER, JEA Fe BJ 25 TR ERA » 线性 方程 
ZE BA TP Se Fs AE A Sit fa STAY Ju AS ARE Se RS 同 同时 给 出 扰动 之 
启 的 矩阵 的 逆 和 线性 方程 组 的 解 的 扰动 界限 . 
在 本 - h Rs FISH ,我 们 将 使 用 由 RY 上 的 SG 函数 一 致 
生成 的 ,在 ” Om 上 相 春 的 西 不 变 范 数 | ,其 中 N 是 一 个 足 


m nal 
够 大 的 自然 数 
在 第 三 章 $8 的 8.1 中 ,我 们 已 经 指出 ,如果 是 OP LAY 
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西 不 变 范 数 , 它 由 RN 上 的 SG 函数 @x(E En) 生成 , 则 可 如 
FEN—te U Ce 上 相 容 的 西 不 变 范 数 || |， 对 于 任 一 


AEC (m, < 及 N)， 设 4 的 奇异 值 分 解 为 4 = UIV4, 其 中 
UB VBR, 2 = diagoi,02,°++) 0, 之 "… 之 o 是 4 的 奇异 
值 ， 则 定义 
Al] = Dvw(a ao0 0). 
这 样 得 到 的 范 数 , 束 叫 做 由 RY 上 的 SG 函数 Oy 一 致 生成 的 、 在 
U o 上 相 容 的 西 不 变 范 数 . 


这 种 范 数 有 下 述 一 些 重 要 的 性 质 (这 些 性 质 可 以 直接 从 范 数 
|| 414 的 上 述 定 义 , 并 根据 第 二 章 $ 3 中 3.4 所 述 的 西 不 变 范 数 的 性 


| 0 0 ll 0 0 0 
1)  :i—lal= t 4 0 外 af A J cre, (1.1) 
|o o oh 0 0 0 
2) HAH| = |All, VA e Cm, (1.2) 
3) A| == Alz, VA € C”, rank( A) = 1; (1.3) 
特别 地 ， 
æl = æl, Vx € C, (1.4) 
4) lcpDll lcllpl, (CDI < cili, 
YCEC™**, p e Css. (1.5) 
5) lAl, < Al, VA € C". (1.6) 


不 等 式 (1.6) 可 如 下 导出 。 由 (1.4) 和 (1.5) 可 知 
| Axl], = Axl] < Allas 


FHE ||) 的 定义 Al max Axl, BLL (1.6) 式 成 立 . 
下 述 不 等 式 是 (1.5) 与 (1.6) 的 推论 。 
6) ICDI < lc. (1.7) 
此 外 还 有 
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7) ie C€ Ces, D € G, WR 
Cx], < lIDxll,, Vx e C, 

则 els HDI. 

这 是 因为 ,矩阵 的 奇异 值 具有 minimax 性 质 ( 见 第 三 章 NY 
题 2): 设 a(4) > o,( A) 2 : - ` JE: A BJ 8Y > IË M 

a,(A) = max min |Ax|],, £= 1,2,-°- 
dim(@)=s tix lla 

由 || Cx||, < |}Dx\|,,Vxe C*， 可 导出 o(C) SO) is 1,…， 
n, 再 根据 第 二 章 定理 3.3， 便 得 到 jc 和 (DI. 


Li BPTI 
首先 证 明 一 个 简单 的 结论 . 
定理 1.1， 如 果 Ac Css 与 B 一 4 十 E PREAH, Ml 


5 一 4 < p lE, | 
ai yal? (1.8) 


其 中 
ie oo es JAIB. (1.9) 
证 明 : a 
H 
Bo — A™ = A“ (4 — B)B™ (1.10) 
立即 得 到 
[B= — A| < AHA — Bilal B ll, 
Rp 
IB — A`] < ,LE 
a < < [4] IB | Tk 


这 正 是 不 等 式 (1.8). L 
定理 1.2. ik Ae Css ETRE, Eco”, 如 不 


JAE ll < 1, (1.11) 
W B = À + E 必 是 非 奇异 阵 , 并 且 有 
IB] S ATi /y (1.12) 
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|B — A“ — = EY, 


la C 7 Jal’ 043) 
其 中 
r = |All Al (1.14) 
和 
> 一 1 一 可 EL > 0. (1.15) 
证 明 . 


1) 首先 注意 到 
A + E = AÇI + AE), 
其 中 ATE] < 4 E] < 1。 因 此 根据 第 一 章 定理 24, I. 
AE 是 非 奇 异 阵 , 从 而 B 一 4 十 五 是 非 奇异 阵 . 
”于 是 得 到 
|B] = CA + E) || = JG + AME) AF | 
< JQ + AME)“ A“. (1.16) 
利用 上 是 相 容 范 数 ， 并 且 ll 一 1， 可知 ( 见 第 二 章 不 等 式 
(2:25) ketail s ogg cei at: 
—1 p Nl 一 1 _1 1 
lG AM EY < G = HAE) < pr 
=- (1.17) 


yapa- Eb 7 
1 一 1 人 4 wT 


将 (1.17) 代 入 (1.16) 式 的 右 端 , 便 得 到 不 等 式 (1.12). 
2) 根据 (1.10) 和 (1.12), 有 
[B — AIS | ALI] — Bl, Bo 
Vanya, E| | "1 
<ç |All A i; Tr 
由 此 立即 导出 不 等 式 (1.135. D) 
注 1.1，、 在 定理 1.1 中 ,对 和 矩阵 B3 并 没有 提出 限制 条 件 
《1.11), 但 结论 中 需要 用 到 Bs 在 定理 1.2 中 ,对 互 加 了 限制 条 
件 (1.11), 而 在 结论 中 不 需要 IB |, 这 是 定理 1.2 的 优越 之 处 . 
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注 1.2. 利用 证 明 上 述 定 理 1.2 UDA, nu K JSM 1): 
如 果 上 | 是 任 一 相 容 的 矩阵 范 数 ,满足 JI] = 1, 则 对 于 任 一 非 奇 
异 阵 4, 当 4 一 是 本 <1 时 , 互 一 4 十 五 必 为 非 奇异 阵 , 并 且 有 
估计 式 | 


IE] 
pany AL (1.18) 
ii pec MED 
t — CA) Ta 
其 中 


KC A) = JAA (1.19) 


1.2 线性 方程 组 解 的 扰动 界限 


EH 1.3. 设 AGC C AEB SM, be Cn, x 是 方程 4x 一 
b 的 解 。 又 设 B= 4 + E 满足 条 件 (111)。 则 方程 B(xt+h) = 
b+ k 有 唯一 解 x 十 有， 并且 满 足 不 等 式 
h k (EI, k 3 
igi rapt pei) (1.20) 
其 中 5 与 7 分 别 如 (1.14) 与 (1.15) 所 示 ， 
证 明 : 
首先 由 条 件 (1.11) AB AMSA RE, ABA B(x 十 
h)= b+ k 有 唯一 解 x 十 有 以 下 证 明 估 计 式 (1.20). 
Jë B(x + h) = b + k, # 
h= B-(b + k) — x = B-:b + Bok — x 
= B’k — x + A-[I — (A — B)A7]b, 
利用 恒等式 O 一 M)''= I+ (I 一 M) 'M, %3 
h = B 'h—x + ANI + [I — (A — B)A3] CA — B)A ')b 
= B'k—x+ Ab + A [I — (A — B)AT]-(A—B) Ab 
= Bth + A — (4 — B) (A — Bx 
= [(B-'— A ') + A ']Ë 
+ ALI — (A — B)A™]"(A — B)x, (1.21) 
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于 是 
IAI < CB — A + AI 
+ JATHA A CA — BA“ El (1.22) 
利用 (1.10)， i 
[B= — A=] < [JAIL — BIB 
= AEC + 47E) AY 
< A BIER/G — JA HIED. 0-23) 
将 (1.23) 和 (1.17) 代 入 (1.22) 式 右 端 , 导出 


jaj < — HATHA 二 LE 
1 — jahe y f 
= lA Cal + (Ell, 


从 而 


[B| — Av (Lk 
ivi < (E + IE) 


— Wb tel 4. IEI 


7 Alle UA 


£ (Lel IE | 
~ (e+ a 口 


注 1.3 AHR (1.13) 表 明 ,(1.14) 式 所 示 的 * 反 映 了 4” 对 
于 4 的 护 动 的 敏感 性 ; 因此 叫做 4 关于 矩阵 求 逆 的 条 件数 ， 信 
计 式 (1.20) 表 明 ,% 还 反映 了 方程 组 Ax = b 的 解 x 的 相对 误差 
对 于 AR 的 相对 误差 的 依赖 程度 ;因此 x 也 叫做 方程 组 _4x = 
b 求解 的 条 件数 ， 计 算 可 知 , 例 1.1 中 的 矩阵 4 的 条 件数 

Kk, = JAJA l 8.9443 X 123.56 = 1105, 

所 以 ,4 和 5 的 很 小 的 扰动 ,可 以 引起 4 的 逆 和 Ax 一 2 的 解 的 很 
大 的 偏差 . 

因此 ,在 短 阵 求 道 和 方程 组 求解 时 ,往往 需要 浪 虑 如 何 通 过 相 
似 变 换 , 降 低 甜 阵 的 条 件数 ( 即 所 谓 " 平 衡 ” ,或 预 处 理 )。 这 是 一 
个 仍 符 进一步 研究 的 问题 (参看 第 三 章 注 6.1)。 
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习题 


1. 设 上 | 是 任 一 相 容 的 西 不 变 范 数 ,满足 =. Wid Ac 
CC ”为 非 奇 寞 阵 ，Ee Ce" 满足 [ATE <1. WE: B= 
A+ E 必 为 非 奇 异 阵 ,并 且 有 估计 式 (1.18), 其 中 (4) 为 (1.19) 
式 所 示 。 | | 
2.4 Ac 为 任 一 非 奇 异 阵 ,与 KC A) 分 别 如 (1.14) 式 
与 (1.19) 式 所 示 . 证 明 cw Ll 和 r(4) 之 1， 并 给 出 rk 二 1 的 充 
分 与 必要 条 件 . 

3. 设 AcC™ 是 非 奇 异 阵 , eM ROBE 4x = b 的 精确 
解 和 近似 解 . $ r= b — Ax. RIE: ME BRECK |, 
有 不 等 式 

工 . 一 外 一 zx 一 iel 
K |b] jæ] Ibir 


其 中 上 如 (1.14) 式 所 示 . 


§2 广义 逆 扰 动 分 析 
21 关于 一 对 投影 


在 本 节 和 以 下 几 节 ,将 把 正 交 投 影 算 子 〈 见 第 一 章 $ 7) 简单 
HB RY REE 
第 一 章 $ 7 中 的 7.3 GAH, Hermite BAe 
P, = AAt (2.1) 
是 到 列 空间 RCA) 上 的 投影 ,有 R(P,) = RCA); Hermite BE 
阵 
P48 = ATA (2.2) 
是 到 列 空间 RCA") 上 的 投影 ,有 R(P,u)= RCA*), 
到 RCA) 的 正 交 补 子 空间 RCA) 上 的 投影 ,将 用 
pk = 1 —P, (2.3) 
表示 ;类 似 地 ,将 用 
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Pan = I — P4” (2.4) 
表示 到 RCA") 的 正 交 补 子 空 间 RC 上 的 投影 . 
ik Ae”, rank(4) =r, EEC, & 


B= A+ E, (2.5) 
显然 存在 西 阵 U = (U,,U,) € C” FV = (V,,V,) EC”, (E 
得 
4 A, 0 


其 中 UEC”, VEC, Auc, 有 R(A)= RW), 
R(A*) = R(V,). FM, Ic 


UHEV -( 7 "J r 


En En m — r, 
f n — rf 
. (2.7) 
UHBYV = ( i — (后 + Ey 2) r 
Bx Bx En En’ m — r, 
r | n — r 


为 了 简化 讨论 ,今后 将 假定 4,E 和 B 具有 下 述 约 简 形式 : 


4 一 人 (人 0 ) r r= (> ye 
0 0 m — r, Ey En m — f, 


r n—r r n — r (2.8) 
rank( A...) = r 
和 
B. B. Au + En Ey 
TAT 5 5.) 一 En s.) 29) 
利用 约 简 形 式 〈2.8) 一 (2.9)， 可 以 立即 写 出 
Ant 0 
+ == 
4 ( 0 ) (2.10) 
和 


I 0 I“ 0 
p =, je cr, p = ( )e C, (2.11) 


并 且 出 此 可 得 
P4AP 44] = Aull (2.12) 
和 i f 
IP.EP atl = Eul, (PaBPaHl 一 上 Bo， | æ) 
IIP#EP ,#|| = Eal, |PaEPa#l] = |Exll. 
容 多 看 出 ,上 述 醒 等 式 (2.12) 和 (2.13) 对 于 一 般 形 式 的 A,E 
和 B《 见 (2.5) 一 (2.7) 式 ), 也 是 成 立 的 . 
在 下 面 的 讨论 中 ,将 用 到 一 对 投影 的 若干 性 质 。 
首先 证 明 一 条 和 天 阵 分 解 定理 。 它 是 第 一 章 定理 3.5 的 推广 , 
定理 2.1731) 设 X, e Ce; y e Cn ，XEX = I, YHY, = 
Ir Ss, WATE 2 X n BRE Q, r X r 西 阵 U, 和 ss X s apy 
Vi, PE 


IN r r 0 \r 
OX, U, = 0 js—r, onr I j= (2.14) 
Ü /n—s > 0 n — s 


r r s—r 
其 中 
人 
0 I 7 一 ?1 l ' | (2.15) 
r, fr — r, 0 < 7, =<: < Y, < 1, 
之 一 (> ° \" 2, = diag(o,, °° “or )， 
0 O n—s— f, | (2.16) 
f, f 一 r, 1 = s, Bos Boa, > 0, 
并 且 c, 57; WAR 
Yi + o= 1, ;¿=1,:: ,ri (2.17) 
证 明 : . | 
1) 构造 西 阵 X = (X,,X,) €e C, W 
xx= (T, xy, 一 ( `") (2.18) 
. Ü 六/ 一 了 


然后 对 Ya € C 进行 奇异 值 分 解 : 
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r 0 0 
的 ; las (2.19) 


A U eC 与 V € Co RAR, T, 如 (2.15) 式 所 示 。 于 是 有 


Uy 0 ` N" I° 
(0 (| = ( , ) 
Un o T, 0 0 `r, 
| | ) X"Y,V, -| 0 T 0 ): — r. (2.20) 
0 I 

Yu 0 Yn/n-—-r 
在 上 式 最 右 端 分 块 矩阵 的 第 (3,2) 位置 出 现 一 个 (4 — r) x (r— 
ri) SRR ,是 因为 YFY, = I. 
2) 考虑 和 矩阵 Y 一 (Yans Yn ) n — r, 注意 到 


ry $ — f 
I“ — T? 0 ` 
yy = ( I ren) 0, (2.21) 
所 以 必 有 2a —-rSnts—r, Bl 
n — + — r > 0. (2.22) 


同时 由 (2.21) 可 知 , Y 的 诸 列 互相 正 交 ,并 且 Yoo BTA YH A ir 
向 量 , 因 此 存在 丁 阵 UE CKO, E 


0 I £ — r 
(Yas Yn) = U, > 0 rı ; (2.23) 


0 0 / n — +— r, 
Ti $ — f 
于 是 得 到 
I 0 ry 
0 I r — r 
I 0\/U# 0 ' 
( \( ) Xx,U, = 0 0 |s—r (2.24) 
0 U#/\o I 
0 0 fi 
0 0 n — + — r, 
fı ru fi 
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F, 0 0 f, 
I 0 UB 0 0 I 0 r — f, 
人 aa o DESIA 0 O I s—r., (2.25) 
° x, 0 0 |r, 
0 0 Q n — s — r, 


fi FF S — y 


I Os UY 0 
o= ga) (g 7 ) =, 
CLAE” X n 本 阵 , 利 用 (2.15) 一 (2.17), 由 (2.24) 和 (2.25) 可 
立即 写 出 分 解 式 (2.14). O 
注 2.1、 第 一 章 定理 3.5 的 结论 是 上 述 定 理 2.1 的 特例 .事实 
上 ,可 在 定理 2.1 中 取 s= rel, 4 2<n 时 ，(2.25) 式 的 右 
端 即 为 


2 


o — M = 
= o o wW ° 


l 一 r, 

ri =] 2 {il 

l — r, 

n — 2! 
r, Í — ri 

ERAH TS Y, 就 是 第 一 章 (3.10) 式 右 端的 了 与 33 当 21 > 

s 了 时, (2.25) 式 的 右 端 即 为 


I, 0 0 ry 

0 7 0 n—l—r, r 0 nl 

0 0 I ll2—n =| 0 I 21 — n, 
2 0 0 J” x o | 一: 

0 0 0 /n—l—r, 

fi n—l— r, 2l—n n —] 2l—n 


上 式 右 潭 的 了 与 ,就 是 第 一 章 (3.13) 式 右 端的 了 与 2. 
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利用 定理 2.1， 可 以 导出 关于 一 对 投影 的 标准 形 定 理 . 
€H 2.203, 设 A, Be C™**, rank(A) = r, rank(B) == ç, 
r< +, WEB Q € C™™, EAS 


I 0 Ü r 
enor (1 0 0 |i- r (2.26) 
0 0 0 m — s 
T s—rm—s 
和 
r? 0 rz \r 
OP;0"7 = | 0 I 0 | 一 了 ， (2.27) 
ZT 0 22 m — $ 
r £$—r m— + 
其 中 
r ( I, 0 y” 
0 I r — f. 
f, f — r, (2.28) 
y = (> 0 J ry 
0 0 m — +$ — r, 
ri f — r, 
r, #0 2, 分 别 如 (2.15) 和 (2.16) 所 示 。 
证 明 : 
据 题 设 , 4 和 8B 存在 江 秩 分 解 
4 = X,A,, XX, = 1%, A,€ C" rank(4,) =r (2.29) 
和 和 


B = YB, YPY, = I, B € Ce, rank(B,) =s. (2.30) 
H (2.1) 和 第 一 章 的 定理 6.2 可 入 
P = (X,A,)XXX,A.)1 = X, Xï, 
Pa = CY,B,)CYiB,)* = YYY. (2.31) 
利用 定理 2.1 的 (2.14) 一 (2.17) 式 ,并 见得 出 (2.26) 和 (2.27). L) 
注 2.2. 把 (2.28) 代入 (2.26) 和 (2.27), 得 到 
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1 Ü 0 0 0 r, 
0 [ 0 0 0 ? — ri 
OPO” =]0 0 0 0 0 s 一 了 
Ü 0 0 0 0 r, 
0 0 0 0 0 m — s — f, 
和 fy r—ri £ — r rn m — + — r, (2.32) 
T? 0 0 TD 0 fi 
0 了 0 0 0 r 一 ri 
ỌPỌ" =] 0 0 I 0 0 5 — r 。 
2 T, 0 0 5 0 Yi 
0 0 0 0 0 m — s — fı 
fi f — f, $ — f rı Mm — $ — fi 


定理 2.3. 设 A,B EC”, 下 述 结论 成 立 : 
1) 若 rank(A) = rank(B), 则 P,P} 与 PoP) RANA 
有 寞 值 ， 因 而 | 
IIP,Pz|| = llPsP;I|. (2.33) 
此 外 ， 有 
Ps — Pall = ||P Pg ||: = |P Pil, (2.34) 


2) Æ JP — P |, < 1, MUJ rank(A) = rank(B), 
3) Æ rank(B) > rank(A), W 
[PsP || = |IPšP ,! 


。 (2.35) 
证 明 : 
1) 根据 定理 2.2, 利用 标准 形 (2.32), 当 rank(d)=rank( B) 
时 ， 有 
x? 0 —I,2, 0 


PPk = grt? ° " ig 
0 0 0 0 
00 0 0 (2.36) 
0 0 T> 0) 
io nal00 0 O 
O 0 () 0 
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一 21 0 了 72，0 
Py —P,= 0| 09 Ojo (2.37) 
xr, 0 X: 0 
0 0 0 0 
由 此 立即 得 出 等 式 (2.33) 和 


[Pa ~~ Pall = |P P+ |l2 一 上 PsPz|: = Gi, 
2) i rank( A) = r, rank(B) 一 5 ， 无 妨 假 定 +< Pais 
定理 2.2, 有 
一 20 0 T,5,0 


00 0 0 0 

| Ps — Pall, = 0 0 I 0 0 
Xx 09 0 xoji 
00 0 o Ol 


-1 1 3 > ri (2.38) 
ms 和 1l 当 * 一 ”时 . 

M (2.38) 式 可 以 看 出 ， 如 果 rank (A) = rank (B) (无 妨 假 定 
rank(B) > rank(4)), WHA jiPs — Pih = 1。 因 此 结论 2) R 
WZ. 


3) ` rank( B) = s > r = rank( A) 时 ,根据 定理 2.2, 有 
0 0 0 Fd, 01 
[RD 
PaP} = OF; 0 0 IS 0 010， 
| 0 0 5? | 
0 0 O 0 0 
2 0 0—T,, 0 (2.39) 
000 0 0 
PAP, = O10 0 0 0 O10, 
000 0 0 
000 0 0 
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因此 
o(PgP4) = {lat tty] Gig or 0,...,0 } 
— .s.x ——— —s,a 
£ — r m—(*#—r)—", 


a(PEP,) = (a... 50;,505°+ .,0). | (2.40) 
利用 第 二 章 定理 3.3， 立 即 得 到 不 等 式 (2.35). 口 


下 述 定理 表明 ,对 于 B= 4 十 ,可 以 借助 于 JE] 去 估计 


|llP,P3]|. > of 
定理 2.4. 设 ACC™, p —= À + E. W | 
PsP} = (Bt) P,HE*PS (2.41) 
因此 ， jg | E 
|PsPal| < JIB hEN, (2.42) 
并 上 日 当 rank( A) = rank( B) 了 时 ,有 
[P;P2|| << min (IB [bts Ell. (2.43) 


证 明 : 
利用 (2.1) 式 和 APh 一 0， 可 得 
PpP == PYP} = (Bt) BHPL = (BI)H(A + E)!PS 
= (Bi )4EHpt = (Bt)YBH( BYP EMPL 
= (Bt)#p,HE#Ps, 
BD (2.41) 我 成 立 ， 由 此 可 得 不 等 式 (2.42), 再 利用 等 式 (2.33)， 
便 得 出 估计 式 (2.43)， 口 


2.2 锐角 扰动 
对 于 (2.14) 一 (2.17) 中 的 7; 与 mi, 可 以 记 


Y; = cos; o; 一 sinbz 一 1 -7 


p | (2.44) 
a = 0, > O, p = ` °` = 9, = 0, 


这 些 Oreh, 表示 经 过 一 个 适当 的 酉 变换， 并 且 分 别 在 R(X) 
和 RCY,) 中 适当 选取 基底 向 量 之 后 ，RCX1) 的 7 个 基底 向 量 和 
R(Y,) 的 前 7 个 相对 应 的 基底 向 量 之 间 的 夹 角 ， 


定理 2.3 的 第 2) 条 结论 已 经 指出 , 当 Ps — Pall < 1 时 , 必 
有 rank( A) = rank( B), SFA RYE (2.38), 
llPs — Pah = sin0, < 1, 
FÜ 


0 < 0 < 一 1 -7 


此 外 ,根据 (2.29) 和 (2.30), RCX,) = R(A), R(Y,) = R(B); 
ALA, 4 jlPs — P, |: < 1 时 ， 经 过 适当 的 西 变换， HES 别 在 
RCA) 和 ROB) 中 适当 选取 基底 向 量 之 后 ,RK(A) 的 7 个 基底 向 
BM RCB) 的 ?个 相对 应 的 基底 向 量 之 闻 的 夹 角 为 锐角 . 

因此 ,引进 下 述 定义 . 

定义 3.1. 设 A, BEC”, 加 果 jlPs — P| <1, M) 
R(4) 5 R(B) 互 成 锐角 。 如 果 RCA) 与 ROB) 互 成 锐角 , 同 
时 R(4#) 与 R(BE) 也 互 成 锐角 , 则 称 和 矩阵 4 与 3 互 成 锐角 ,或 
者 说 ,B 是 4 的 锐角 扰动 . 

定理 2.5。 R(A) 5 R(B) 互 成 锐角 的 必要 与 充分 条 件 是 在 
R(A) 内 不 存在 向 量 与 R(B) 正 交 , 同 时 在 ROB) 内 不 存在 向 量 
与 R(4) EZ. 

证 明 ; 

必要 性 。 如 果 存 在 向 量 x 关 0, 满足 Px 一 x 和 Psx == 0, 
J# (Ps —P,)x = —x, 从 而 llPs — Pal 213 这 与 Ps 一 Pjl， 
<1 了 矛盾. 

充分 性 。 如果 |P; — Pal: = 1, WA Ps 一 Py 为 Hermite 
阵 , 必 存 在 向 量 x 40, E4 (P; — P ,)xÜ = x R (Py — Ps )x = 
x, ERE (P, —P x= x. 

若 Pix 一 0， 则 有 Psx = x, 这 表示 存在 与 RCA) 正 交 的 
WS xc R(E); 显然 与 题 AAT IS. BG P x = 0, WH P == 
一 (1 —Ps)x BR, P,(P. x) 一 0， 这 表示 存在 非 零 向 量 P x€ 
R(A), 使 得 P x€ RB); 显然 也 与 题 设 矛盾 。 口 ] 

下 述 定 理 给 出 了 4 与 8 互 成 锐角 的 必要 与 充分 条 件 ， 
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定理 2.6. 设 A, Bec’, 则 4 与 B 互 成 锐角 的 必要 与 
充分 条 件 是 
rank(A)= rank(B) = rank (P, BPjsH#). (2.45) 
WEBA: 
不 失 一 般 性 , 在 证 明 时 可 以 使 用 4 与 B 的 约 简 形式 《2.8) 与 
《2.9)。 充 分 性 。 由 (2.45) 和 (2.11) 可 知 。 rank(C4 一 rank( B )= 
rank( Bu) =r. FRA 


R(B) = R (四 =k (I da) (2.46) 
I l 


R(A) == R (09) r(( 0 )) 


P, 一 (TY P: = PC I ) (2.47) 
E,Br 


Al 


应 用 第 2 章 定理 4.2， 得 到 


I I@ 1 
ino (ga) Cy IH 
Ea Bit 0 2 
= |] — (I + BIE Ea Br) 
= |B; EE BP (I + BEE a BR) |. (2.48) 
jk E, BE 的 奇异 值 分 解 为 ”BEa Bp = UIV", HEt U E VAE 
阵 ， 之 一 diag(a,,025°° - ) ;ai 之 G = “`. = 0; 代入 (2.48), wy A 
IPs — Palle = [STEG + 372) |,7 = 


IP; — Pal = 


ie |], 
1 + o 


同 理 可 得 上 Ps# — P ,n||, < 1. 
必要 性 。 HASBEREL A. MY M2322), MA 
rank(A) = rank(B) > rank (By), 假若 rank (Bu) < rank ( A), 
BU B, 为 奇异 阵 , 则 存在 单位 向 量 p 5g. fh PB, = 0,Buq= 
0, AEA P= (p.P) 与 Q = (4,01). Lise 
Pa4d,O 0 PBO PH 
=( 0 >) s= ( E,Q z.) 
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其 中 PEB,O 的 第 1 行 与 第 1 列 的 元 府 均 为 惟 ， 如 果 Eng 天 0， 
则 存在 与 RCA) 正 交 的 非 零 向 量 CPL R(B); 如 果 p" Eas 
0， 则 存在 与 RCA") 正 交 的 非 零 向 量 POL RCA"), 如 果 


Bag 一 0 和 paEua 一 0， 则 向 量 ee RCA), IFA ee RCA”), 
同时 e: 与 R(B) 正 交 , 并且 与 R(BH) ER, AZ MAR E A 
与 题 设 矛盾 。 所 以 Bu 必 为 非 奇异 阵 , 即 rank( A) = rank( B ) = 
rank( Ba). CI 


23 广义 逆 的 扰动 界限 


a 0 0 £ 
例 2.1. am a) “>0; E-(, .) 


a. & 
B= A +E =( Js >o 
€ 0 
显然 有 
1 
i 0 0 e 
“| ) Bt = p> = 
1 a 
O O se 
和 | 
_—1 I — 4 
a E€ 1 a 
+ Ata a S : 
P 1 a € x 
EB l — 
从而 得 到 
| e 
| 
[Bt — At = + || 
8 a 
l 1 ~e/ Il 
atten 2 — 2 
E CE E |Æ ila 
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Bth = 1 0 i 1 at Va + 482 
6 1 一 全 ; g 28 
€ 
>i. 1 
s El 


上 例 表 明 ,一 般 说 来 ,广义 逆 是 不 连续 的 . 

在 讨论 |B'— Atl] 的 上 界 之 前 ， 先 论述 一 条 由 例 2.1 所 引 
伸 出 的 一 般 性 命题 。 

定理 27， 设 Ae€ecn’, BeALE, 如果 4 与 8 不 成 锐 
Fa W 


1 — ATI 之 i., 2. 
IIB I IER (2.49) 
FE 4 rank(B) > rank(4) 时 ,有 
B+ > WE. (2.50) 


TERR: 

不 妨 设 rank(B) > rank (A). 因 A4 与 B 不 成 锐角 ， 所 以 有 
P 一 Pzijj; = 1 或 HP — P B|, = 1。 以 下 设 |Pgp — Pale = 1 
( 当 Pg# — P E|, = 1 时 ,可 同 理 讨论 之 ). 

利用 4 与 8 的 满 秩 分 解 (2.29) 与 (2.30), 并 考虑 到 《〈2.24)， 
(2.25) 和 (2.38), 容 易 看 出 , 必 存 在 向量 ye R), lyh 一 1， 使 
得 ye RAY. 于 是 

1 = yy = y”Psy = y"BB'y— y"(A + E)BTy 
= y EB y < |E||,II B tyll < JE IIB "ll, 

因此 (2.50) 成 立 。 再 由 Aty = AP y = 0 可 知 

Tie |B tyla < ICB? — At)yls < [Bt — Ath, 口 

定理 2.7 表明 广义 逆 一 般 不 是 矩阵 元 素 的 连续 函数 ; 此 外 ， 
它 还 表明 ， 如 果 4 与 B 不 成 锐角 ， 并且 rank(4) = rank( B), WI 
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IA tS IB HRANE 1 /WEID. 
尽管 如 此 ,仍然 可 以 求 出 1B1 At ERC FERE EE 
2.9); 当然 , 随 着 8 趋向 4, 这 些 上 界 一 般 不 再 保持 有 界 . 
在 估计 [|B*t 一 4 的 上 界 时 。 需 要 用 到 下 述 分 解 定 理 ， 
定理 28， 设 ACC™, B = ÀA + E. Wil) Bt 一 A+ 有 分 解 
z | 
Bt — At = —BtEAt + BtP1 — PHA’, (2.51) 
Bt — At = —BtP,EP HAY + BIP,P4 — PHAP HAY (2.52) 
和 
Bt — At = —BtP, EP, BA + (BYB)*P,uE "Ps 
— PLHHEP,(AA*®)*, (2.53) 
证 明 : 
4 E = B -— A, P, = AAt, P = 44A, P= BB} 与 
Pat = BIBRA (2.52) 式 右 端 ,得 到 
—BŻÝBBÝ(B — A)AtAAt + BYBBi(1 — AA*) 
— (I — B’B)AŤAA* 
= —BtBAt + BtAAt + Bt — B +AA — At + BBA, 
= Bt — At, 
即 恒 等 式 (2.52) 成 立 。 同 理 可 证 (2.51) 和 (2.53 闪 本 节 习 题 1).。 口 
注 23. 在 (2.51) 和 (2.52) 中 ,将 4 与 B 对 换 , 可 得 恒等式 
Bt — At < —AtEBt — AtPz + Phu p` (2.54) 
和 
Bt — At = —AtP EP,HBt — AP Pitu + PhuP BB Y, (2.55) 
同样 地 ,可 在 (2.53) 中 将 4 与 B 对 换 , 从 而 将 恒等式 变形 . 
以 下 分 三 种 情形 ,讨论 |B! 一 A"'|| OER. 


2.3.1 一 般 情形 
3829.08 设 Ac Cm B= À + E. j 
[Bt — At] < pmax{||4* 25) Bate lis (2.56) 


Sich ee RR, 7 Lf 
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l H 任 一 范 数 1 RK Frobenius 范 数 


WEAR: 
1) | | 是 任 一 西 不 变 范 数 。 H (2.53) 可 得 
WB) — AP] < lB [Pell lEWP #l,llLA' l, 
+ CB*B) ,liPsallllE IHPa] 
+ ||P” {lll E MIPA CAA”) h 
< (ATHB |, + IB |]: + HA RIEN 
< 3max(| A|, IB RHET. 


2) 取 I=] H, 24 rank(B) < rank(4) 时 ,由 (2.51) 式 
可 知 , 对 于 任 一 向 量 we Cc”, [let], =], 有 
[CB — A Jall} = |C B'EA Yu + B'Paulli + llPraA all; 


= |—B'EAtP a + BYPsP all? + ||P} P a| 
< (IB EA +a] Paai + IB PA]; |Paul) 
+ |Para iil Paal. (2.57) 
< 
o = | B'EAY||,, a = ||B*P;||,, e, 一 下 Pad ||, (2.58) 
和 
cos? = |[P,al], > 0, sin0 = |Piall, > 0. (2.59) 
代入 (2.57)， 得 到 
JOB — At al}? < (cos0 + osin0) + acos’ 
< max [(e,cos0 + asin 0)2 + osicos20] 
0<0<5 


= > lai + o + d 


+ [Cod + of + of)? — l) 《本 节 习 题 2) 
<Š 十 A/ 5 


2 


max {a} 5 a3 403} 
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~ ç +y —) max{al saad), (2.60) 
显然 有 
o, < |/4* hB thE lz; (2.61) 
利用 定理 2.3 之 3) 和 PB = 0, # 
a, = ||B'!PsP+||, < (Bt ILIIP,Pyll, < JB t PsP ||, 
= |B thl — ADA ||, < AMLIB Els (2.62) 
此 外 ,利用 Pan = BYBYt 和 AYA = (AtA)FE = ABAE 可 得 
a; = IQI — BHEBHYYSARA HAN, 
= Ke! — BEBHY)(AFE — BA) At At, 
< [ARIE ll. (2.63) 
将 (2.61) 一 (2.63) 代入 (2.60), 便 得 到 


IB? — Atl, < L+ Y 5 sad 42 IBYEN. (2.64) 


4 rank(B) > rank(A) 时 ,可 利用 恒等式 (2.54)， 同 理 证 明 
不 等 式 (2.64), 
3) H | H = H Hz. H rank(B) < rank CA) 时 ,由 (2.52) 


式 可 知 ， on Rid F, = —BtPgEP,HAt, F,= BtpPsPt 和 F, = 
—PxP BAY, 则 有 
|B* — A|]? = |F, + F,||; + || Fall? (2.65) 


注意 ,到 F, + F, = BY(—P=EAT P, + PsP4), Mi 
|F, + Fal]? < [BUC PE ATP, ||; + JP PA). 
利用 定理 2.3 之 3)， 可 得 
|PsEA*P 4 ||} + liPsPs ll 

< |PsE A + llPgPa ls 

= |PsE A + IP EAT 

= j||EA |£ < |/AT REI. 
Ait . 

IF, 十 Fale < ||4* BRE le. (2.66) 

此 外 《与 (2.63) 式 之 推导 相同 ), 有 
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Palle < lA lh] PHP] 
= |Á * || PóuE#A*]l, < JA'IBIEl. (2.67) 
将 (2.66) 5 (2.67) 代入 (2.65), (848381 
IBY — At lp < 2 Almax{lA tils 1B 7TH} El 
< A 2 max || A * 12, Bt BIE li. (2.68) 
当 rank(B) > rank( A) 时 ,可 利用 恒等式 (2.55)， 同 理 可 证 
不 等 式 (2.68). C 
值得 指出 的 是 ,即使 El 很 小 ,也 不 保证 Bt 一 AT OLR 
( 见 (2.56) 式 右 端 ) 很 小 ,因为 当 上 El 趋向 零 时 , Bt il 可 能 无 限制 
地 增长 . 
2.3.2 rank(4) 一 rank( B ) 的 情形 
当 rank(A) 一 rank(B) BF, 定理 2.9 的 结论 可 以 在 两 个 方面 
BNE, HEE lat, 代替 mallat |B}, 另 
一 方面 ,是 对 1B+ 一 4 直上 界 中 的 常数 z, 区 分 更 多 的 不 同情 况 ， 
进行 更 细致 的 讨论 . 
FH 2.10%! j4 Ae Cr”, B = Á + E, Tm rank(d) 一 
rank(B), Hij | 


IBY — A'I < pllA LIB lel, (2.69) 
其 中 由 下 表 给 出 : 
ane! | 任 一 范 数 | 谱 范 数 Frobenius 范 数 
rank(4)< minl m,n) | 3 Itvs V2 


rank( 4) = min(22,22 


111 == 2 


rank( f) = z = n 


a 
= 
Pa 


HEBR: 
ki (Fe HE — PER AB. 由 《2.51) 武 可 得 
(B' — At < [BĦRIE A ih 
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+ BliPsPal + AlPaapaall. (2.70) 
利用 《2.33)， 有 
|P #Pan]| = |P aPšnl] == ||Ps#Pz# |], 


代入 (2.70), 
1B — A < lat allB ILEI + (Bt leary 
+ 4alPsapsal. (2.71) 
注意 到 
papal — Í ie ara a A 
— APG 一 Lade < |B EI 


当 rank(4) < mitt (2.72) 
和 
uha 0 34 rank( A) = n 时 
ral = È ac — DG — Atay < |B EY 
当 rank( A) < n 时 ，(2.73) 
将 (2.72) 和 (2.73) 代 入 (2.71) 式 右 端 , 便 得 到 估计 式 (2.69 ). 
同 理 ， 利 用 定理 2.3 之 1) 和 定理 2.9 证 明 的 2) 与 3), 以 及 
(2.72) 一 (2.73)、 可 证 对 于 范 数 Ul h51 ls 的 估计 式 《2.69)。 O 
由 定理 2.10 可 得 
推论 2.1 在 定理 2.10 pon 


|B" — a'i =< wk 
ER o ial 


其 中 心 = ATLA]. 

进而 ,可 以 得 到 与 官 阵 道 的 扰动 定理 《〈 见 定理 1.2) 相 类 似 的 
结果 : £ a RE 

E21 设 ACC, p = ALE, 如 果 rank) = 
rank(B), 并 且 中 4 有 天 |， 则 有 z 


(2.74) 


IBY tAr 75) 
和 | 
|B" — 4' l| < ER HE] 76 
a ry lal? — O78) 
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pt 
f 


khi mè: 


其 中 
k | = AtA, y, = 1 — ATE. (2.77) 
证 明 : 
设 rank(4) 一 rank (B) = r, ARIES AFB BIE S AT 
RESH fol Aya S fo Ba, 适合 aA 
%(A)2> 0 和 sa(B)> ..- So(B)>0, 显然 有 


Ho —_ l _ tl — t 
|4* ||, a Ay” Bl, SGY 


根据 第 三 章 定 理 3.11, 
|o, (B) ~— oC(A)| < HEll;, 
因此 有 


IIE|, = =, (A) — (B) = —_i 


iat T etn" 
即 不 等 式 (2.75) 成 立 . 
将 不 等 式 (2.75) 代 入 (2.69) 式 的 右 端 , 便 得 到 
IB' — At || < |l; IE || = pl Atl, Al . HEI 
ATI 7+ PTI 


= Rt ie | 
Y+ |All 一 


不 等 式 (2.76) 表明 , 4 BoA CBI E — 0) HARA 
rank( B) = rank(A) 时 ,有 B — AY; 男 一 方面 ,如 果 rank( B )Z 
rank《4)， 则 4 与 B 必 不 互 成 锐角 ,根据 定理 2.7( 见 (2.49) 式 ), 有 
181 一 A|, 之 1/IE||,,. 因此, 这 就 证 明了 广义 道 的 连续 性 定理 ， 
即 

EJE 2.120 ik 4,BEC””*， 其 中 B 视 为 变量 ， 则 

lim BY = A ` 
RJ 815382 RFEA BED SE ML AJF H ñin] 4 Bf aR 
rank( B) = rank( A), 
2.3.3 锐角 扰动 的 情形 
设 CY’ 上 的 西 不 变 范 数 是 由 R 上 的 一 个 SG ROAM 
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的 . 现 定义 Ct” 上 的 函数 do: 
bP) =o (2A) _,..., AOO), Fe ce, 
[1 + of(F)]? [1 + o(F)]? 
(2.78) 
其 中 ao.《(F),… ,ol《F) 是 F 的 奇异 值 . 
容易 看 出 bo RA POEM: 
G) bol GF) < (lG, F) < dsCGIF). 
这 是 因为 奇异 值 
o(GF) < [Glial F) < ||Gllo,CF),2 = 1,--+57, 
Gi) polaF) < ed Ú (F), Ve > 1. 
这 是 因为 对 于 > 0， 有 不 等 式 
ag ar 
Gay! G4 am Vo 
(Hi) 4 UF) 足够 小 时 ,有 
Pelt) = [F] + oC FID. 
(iv) po F) < WPN, 
(v) 对 于 谱 范 数 , 有 
HCE) = E, 
(1 + IFI? 
52.1 iZ Fe Ct WA 


(69) 


l ji ) _ GC, 0) | = po F). (2.80) 


=l, 


<1 (2.79) 
2 


证 明 : 
因为 
I + 
( F ) = (I + FPF) (1,F), (2.81) 
它 的 奇异 值 是 | 
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1 


< Or as .7 


[1 + (F) 
所 以 不 等 式 〈2.79) 成 立 . 
令 
d ' (r) 
G=(  ) -G > 0). 
计算 可 知 


GG" = I — (1+ FR F)”', 
所 以 G 的 奇异 值 是 


__ oF) _ ¿= 1,:-..,r 
[1 + 22 (F)]: ° 


由 此 立即 得 到 (2.80)。 襄 | 
在 下 面 的 讨论 中 ,将 使 用 4 与 8 的 约 简 形式 (2.8) 与 (2.9). 
引 理 2.2。 设 ACC’ B 是 4 的 锐角 扰动 。 则 
I + 
BY = G ,F.)' Bail ; ) ， (2.82) 
其 中 
Fa = E aB, F ; = Bu E x, (2.83) 
证 明 : 
根据 B 是 4 的 锐角 扰动 ， 可 知 


R = F (à k.) 
因此 存在 Fo。 使 得 


B, E B 
B= ( u 2) = ( “\ (1°, Fy) 
En Ex Ea 


= ( p) Ball, Fo), (2.84) 


其 中 Fa 与 Fa 如 (2.83) 所 示 . AUR) SN GRE LA- 
章 $ 6, 6.2 > 8)) BEI (2.82). O 
JE 2.13.07 设 Ae, B = A+ EE ANAL. 
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e = AI Bethy (2.85) 
则 
IB ' — At] < k BE, |, = E 12 
aa pay tl ui) 
E 
+ hole Ea) 2.86 
bef ia (2-86) 
其 中 do W (2.78) REY. 
WE BA: 
4 


I“) 
In —( ), Io = (1,0), 


I“? 
Ja = ( F ); Jo = (I? Fis 
21 


其 中 Py 与 Fa 见 (2.83) 式 . 
H (2.82) HE, Bt 一 JBI, gE 
BY 一 A‘ = Ii T INADA + JAT CA — 9 


+ 及 (BH 一 An) Jå. (2.87) 
根据 定理 1.1, 
上 7 二 (8 让 一 Aunt) IE < Agile’ RL (2.88) 
根据 引 理 2.1. 
II Jit — l; ‘ARI < |4 aJi -> It ° Íl 
一 || Az ( wa ale + FyF#)- | 


= Ait po CF,,) 
= || Au lpol Bit Ey) 
Ey 


= lAr (Ia Va) 


< AG lbg (z T) (2.89) 
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同 理 可 得 
IJARA — HOI < Albo (z TA). (2.90) 


将 (2.87)—(2.90) 联系 起 来 ， 并 利用 HATI = Jami. BHF 
导出 估计 式 (2.86). D| 

注 2.4. 当 El 足够 小 时 ， 利 用 函数 we 的 性 质 Gi), M 
(2.86) 可 得 估计 式 

IB? — A*i < p Eul + Evil + IE; 
lai |. || 

US, H m= n = r iit, #' = # (Wl(1.925%),3F B TAC. 86) 
与 定理 1.1 的 估计 式 (1.8) 相 吻合 . 因此 可 以 说 ， 定 理 2.13 是 定理 
1.1 的 推广 . 

再 进一步 ， 如 果 |El 足够 小 ， 则 可 得 到 定理 1.2 的 下 述 推 
J. 

定理 2.14.0"! 7 Ae C B= ÀA+ EZE ABS SAR ZJ. 
& «, = |All A|], Cal (2.772). 如果 Eu 满足 


(2.91) 


lA hl Enl < 1 (2.92) 
和 
r+ 三 1 —g1llEull;/llAll > 0, (2.93) 
则 有 
IBIS AHIT» (2.94) 
和 
|Bt — A} || K+ WE wll ky Ey 
ia ee ar et 140) 
Ky En 
+ be (5 ra). (2.95) 
证 明 : | 
H BY = Jh Bu Ji 可 得 
(BAY < IJAH Ba lA < | Bull. (2.96) 
根据 定理 1.2, 
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IBI < NAFI r = AT/ YY. (2.97) 
代入 《2.96)， 全 得 出 不 等 式 (2.94). 
利用 (2.97) 可 知 (2.85) 式 所 示 的 E 适合 
,< Ilat — 
Y+ =: 
RA (2.86) AWA m. IRD SEH ATs (2.95). O 
注 2.5。 3m= n = r itt, ce, e (ALAHA), ry 一 7( 见 
(1.15) 式 ), 条 件 (2.93) 与 定理 1.2 中 的 条 件 (1.11) AA HE 
计 式 (2.94) 和 (2.95) 分 别 与 定理 1.2 中 的 估计 式 (1.12) 和 (1.13) 相 
吻合 。 因 此 可 以 说 ,定理 2.14 是 定理 1.2 的 推广 。 


(2.98) 


习题 
1. 设 A, Bé C”**. 证 明 恒 等 式 (2.51) 和 (2.53). 
2.1% J(0) = (acos + a,sin@)’ + ajcos0, 其 中 œ, 
0。 试 证 
max f(6) = > (å + al +a 十 J/ (a? + 2 + at) 一 4aie? ), 
ox bat 
3.4 A, Bec, 如果 rank(B) > rank( A), WHS Ps 
必 可 表示 成 两 个 投影 之 和; Pg = P, + P}, 其 中 rank (P,) = 
rank(4)， 并 且 P. P,= 0. 
4, 利用 上 题 的 结论 证 明 : 如 果 A.B € Cc", uW XE rank( B) > 
rank(《4)， 则 对 于 任 一 本 不 变 范 数 | 上 ,有 


PsP all > Pë Pall. 
53 投影 5 的 扰动 


3.1 关于 投影 的 连续 性 


1 0 mt 0 
例 3.1. st 0 | -| g 
0 0 E Ü 
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显然 B 一 A(e —+ 0); 但 据 定 理 23 之 2), IP — Pah = |l 
>0(e 一 0)， 即 P ;-Z>P (6 — 0). 
Bil 3.1 说 明 ,如 同 广义 道 一 样 , 投影 一 般 是 不 连续 的 . PRE 
理 给 出 了 投影 连续 的 必要 与 充分 条 件 , 它 与 定理 2.12 BRM. 
EFE 3.11 设 A.B eC”, 其 中 B 视 为 变量 . 则 
im Pam P. 
的 充分 与 必要 条 件 是 当 B 充分 靠近 AHAB AN RA 
rank (B) 一 rank( A), 
证 明 : 
必要 性 . 设 Ps 一 P (B 一 4). 如 果 当 B 充分 靠近 A. jË ËB. 
趋向 4 时 , 不 保持 rank(8) = rank(4), WATERERS {B4}: 
B,— A (k-> œ), rank (B,) Æ rank (4), K= 1,2,:-., 根据 
EE 2.3272), Ps, — Pal: = 12Z>0(K — co), 这 与 Ps — P A 
(B -> A) 相 和 矛盾 . 
充分 性 。 利 用 恒等式 
Ps — P4 = (B—A)(Bt— At) + ACB — At) 
+ (B 一 474+， 
可 得 
|Ps— Pal: < IB — AlllBt — Atl, + 4B — A 
+ IB — All.llA 1 hk. | (3.1) 
如 果 当 好 充分 靠近 4、 并 且 趋 向 4 时 ,保持 rank(B) = rank (A), 
则 据 定理 2.12, 有 Bf — A'|, > 0(B — A). 因此， 由 不 等 式 
(3.1) 立即 得 出 Pa P (B — A). Li 
注 3.1. Stewart [157] 兽 证 明了 Ps 一 Px(B 一 4) 的 一 个 
ROREE ASBMB FR PABP — 0(B — A). 定理 3.1 
KHH, 45 B XP FE A A BYE AR EZ ; ES) H 
PIBP, u= PŁ(B — A)P 4H 
B| LM B — AR, MA PxBP4# — 0, Alt, PBP H— 0 也 
不 必 单 独 列 为 条 件 。 
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3.2 投影 的 扰动 界限 


首先 指出 ， 由 定理 2.3 2 2) 知 ， 如 果 ON 
A, BeC”*»*, rank(B) = rank(A), 
则 对 于 任 一 西 不 变 范 数 | 上 ,有 
HP a — Pall => liPs — Pall, = 1, 

尽管 如 此 , 仍 可 以 求 出 外 Ps 一 Pall WEF. 

下 面 将 分 别 三 种 不 同 的 情形 ,进行 讨论 . 
3.2.1， 一 般 情 形 | 

定理 3.2.09 jk ACCP, Ba A+ E. 出 有 


IPs 一 Pall < CA + IB MSIE, (3.2) 
[Pa — Palle < vA R [B IFI (3.3) 
和 cn te Be ee Ga TU a 
Pa = Pal < mala i, BE (3.4) 
证 明 : _ a 


D 利用 cga- 了 | whoo MEKË aT 7 Ë 
Ps— Pa = Pe — P) — (I — Ps)Pa py: 
= BINBHC] — A'A) — (1 — BBY)AA* 
一 Bt(B— APG > Attar 
+ (I — BBt)(B — A)A* 


一 BtHEHpI + P#EAt, (3.5) ` 
立即 得 出 不 等 式 (3.2). ... _ 
2) 利用 (3.5) 式 可 知 Fe ME 


[Pa — Pall} = tr (CPs — P 4)°) 
= ||BY" EYP ls + || PE A* |i 
< CIB + AMIDE, 
BY (3.3) ARE. 
3) 将 《3.5) 式 改写 成 
Ps — P 4 = PRBE” P}4 + P#EA` P ag, (3.6) 
任 取 ace C, jalh = 1, 便 有 
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IPs — P Ju < IP FBFE: P ll: 


+ || PLEA P zalli. (3.7) 
4 | | 
|P BtER|, == > 0, jJP#EAY||, = 8 
和 
Psa = cosô, Paul = sinO, 0 <0< 


WA SX (3.7) 可 写 为 

ICPa — P Duli < cosh + B'sin?0 < max{o ,PF } 

< max{ |4 ,lB HENIE I, 

因此 不 等 式 (3.4) RI. L 

注意 , 当 了 3 一 4 时 ， 虽 有 HE]— 0, 但 At, 或 WB 可 
WELTY. 
3.2.2. rank(A) = rank( B) 的 情形 

PH 3.3.17) 设 Acc’, B= ÀA+ E. 如果 rank (4) = 
maak(B)， 则 有 ee 


IPs — Pall <2min{|]4* 1B FEM, (3.8) 
IPs — Palle < V 2min{At |, Bt Elle (3.9) 
和 
| Pa 一 Path < min{ | Bth EIk. (3.10) 
证 明 ， eee a +, o = | | 
根据 (2.36) 和 (2.37), 有 phe z VT 
oC P Pwy) 一 {oyo + 50,505°°+50}, | 
rps 一 P4) 一 [oo co 0 0}. en y 
由 此 可 得 
IPs — P | = |P Pyl, = |P Py] (根据 (2.33)) 
< min(|| A| IB |, IE], (根据 (2.432) 
和 


(Ps — Pals =v 21Papils = V 2 (PoP alle CRY (2.33) 
<s 2min{ ||A*||,, | BE lle 《根据 (2.43)). 
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此 外 ,容易 看 出 ,对 每 一 个 特殊 的 西 不 变 范 数 | 外 Ja CABBIE § 3 
例 3.37， 有 
|P r — Palla S20P4Pslla, = 1,3m, , 

因此 ,根据 第 二 章 定理 3.6, 对 于 C”x” LEARE ER H, 
有 

[Pas — Pall < 2IP Psl = 2ilPsP all 《根据 (2.33)) 

<ç 2miní||A`||,, IB |, IE] (根据 (2.43)). DJ 

u B 3 3 AB, nf Ll Ë Pq (8 Yr o (3.8) 一 (3.10)， 给 出 
WPs— Pal 的 上 界 . 但 是 , 当 吾 并 不 靠近 4 时 ，1Pzs 一 Pall ul 
能 很 小 ;如 果 在 这 时 仍然 使 用 估计 式 〈3.8) 一 (3.10)。 则 不 可 能 得 
到 令 人 满意 的 结果 ,试看 下 例 : 


'1 O` 0 1 
例 3.2. =| | 一 |0 el0<e<Xl, 
0 0 0 0 


A Hy 


€ 
IPs 一 Pal: = 一 一 一 二 全 8 


IB (3.10) SOAS Aa hia AD 


min {1 sth 。 wl 
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2+ + ¢ + a/ 4 PE 
21 + &*) 


== 1, 


因此 ,为 了 得 到 IPs — Pall 的 比较 小 的 上 界 , 可 以 利用 4 与 
B 的 满 秩 分 解 | 


A = AF,, B = BG, (3.11) 
其 中 A.B € CP", F ,G e C. 显然 有 

Pa = Ps, Pg= Pa. (3.12) 
所 以 从 定理 3.3 立即 得 到 


定理 3.417) 35 46 Cmxn B = A + E rank( A) = rank( B). 
FR AB BARD 3.11), WA 
Ps — Pall < pmin{ || Ai lll BIN}B, — All (3.13) 
= pal B; — 4| /max{ omin (41) ,ominC Bi}, (3.14) 
其 中 


V2 ”对 于 || le (3.15) 
1 WF lis 
vmin(C) 表示 和 矩阵 C 的 最 小 奇异 值 ， 
对 于 例 3.2 中 的 4 与 B, 可 以 分 别 取 


1 1] 
-| o Jsa] 
0 0 


根据 (3.13) 一 (3.15), 可 得 估计 式 


| 0 
IPs — Pal < pil | | 
Jl + & | 0 


其 中 4 如 (3.15) ABTA. 
3.2.3， 锐 角 护 动 的 情形 

利用 4 与 了 的 约 简 形式 (2.8) 与 (2.9)，Stewart 证 明了 下 述 结 
论 . 

EMIS Acc, B= At ER AMR AH. MU 


eIEnlle/ LA 
8 一 Pals € ———— . 3.16 
IPo~ Pal S CE lap 1 G16) 


| 2 对 于 任意 的 西 不 变 范 数 | | 
p 一 


x 


l eI VIFF. 
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其 中 已 如 (2.85) 式 所 示 。 

证 明 : 

根据 8B 是 .4 的 锐角 扰动 ,可 知 

r 
R(B) = K (( F )). Fy = ExnBr', 
所 以 
I —1 
Ps = Pa) = ( Fy ) (I + FHF.) (I, Fa). 


由 此 可 得 


(I + FF 2,)~” 一 了 (1 十 FaF,) Fa 
Ps — Pa=( TH -1 H -i pH 
F,(I + FUF,) F(T + FHF,) FE 
和 
(Pa — P y. (7# + FAF,)7 0 ) 
”4 0 Fau(l + FEF DFE /° 
(3.17) 


设 {oC F, J), 是 Fa 的 非 零 育 异 值 ， r, < r; 则 由 (3.17) 可 知 
(Pa — Pa) 的 非 零 奇异 值 为 
_ of Fu) > ¿= 1,: 


1 + (Fa) 
再 注意 到 Fa 的 最 大 奇异 值 
a(F) = || F,,||, < E; ll BE h 


. s Ti, 


= —1 NE,, ||; =. Fp' Ealla 
IAI Bu: |l; JAL Tal’? 


党 


代入 
|| P g 一 Pall, == oC Fa) | 
V1 + oi(Fx) 
使 导出 了 不 等 式 (3.16). DJ 
注 3.2. 估计 式 〈《3.16) 可 以 写成 一 般 的 形式 : 


tpl 
|Ps— Pal < RIPE P |/llAll 


pinp nl /san wie (3.18 
[T CENPIE PA/ NA E OTS 
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其 中 
K = ||AJlICP IB P 48) |l. (3.19) 


习题 Í 
Li 4E Cr**，B 一 Á + E, HESA 
Pa — P, = B# PRHE" P} + P#EP IRAY, 
2. 设 Ae Ces. B=A+ERE rank (B) = rank (4), 试 
g Pg= P, + PYEP BAY + AEP HE Pt + OCE. 


Tur 
-r 
T af 


§4 线性 最 小 二 乘 问题 扰动 分 析 


设 4 EC”*, be Cm. 第 一 章 $7 定理 7.5 已 经 指出 ; 线性 
最 小 二 乘 问 题 
\|Ax — b|| = min (4.1) 
的 最 小 范 数 解 ( 即 同时 满足 |<] = min 的 解 ) 为 x= ANB, AG 
将 讨论 4 5 b 的 扰动 对 于 问题 (4.1) 的 最 小 范 数 解 x 的 影响 . 
W B= A-+E, e= b+ k, 线性 最 小 二 乘 间 题 
[Bæ — e|| = min (4.2) 
的 最 小 范 数 解 为 x + hÀ. 
首先 讨论 rank(4) = rank(B) 的 情形 . 
定理 4.111 设 Aec™, B= A+ E, e= b+ ke Cn. 
义 设 线性 最 小 二 乘 间 题 (4.1) 和 (4.2) 的 解 分 别 为 xX 和 x 十 有 如 
果 rank(4) = rank(B), 并 且 NAYE <1, I 
rl < 2t (LEl ha + AIL a ee LED ll 


y, \Al ld 7+ lll Al 
+ Elly ), (4.3) 
其 中 <, 和 7+ 如 (2.77) 式 所 示 ,并 且 
r, = b — Ax (4.4) 
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和 


y= Ax; (4.5) 

特别 地 , 当 rank (4) = rank (B) =n, FFA WAT El, < LAY, A 
h | =< “t WEI, 十 Ik! + Ë+ HE], Irl] . 4.6 

I% Yr (9 x HAl v+ All a (46) 


证 明 : 
由 x= Atb A x+ h = Bib R) BA 
h = B*(b + k) — Atb = (Bt — A*)b+ Bik 
= (—BtEAt + B PL — PyHAT)b + Bth GRIE (2.51)) 
= (—BtEx+ Bir, + Btk) — Phx, (4.7) 
利用 不 等 式 (2.75)。 易 得 估计 式 
IBEX] < BFE lill 


< 
, 

< ILe pen nel 

Y+ 
= TED xl (4.8) 

y (lA 
|Btry|| = Bt PaP trell < BTN PoP Sllellrel 
= (Bt, BECB — AEC — AHAD hlr 


< (BBE r < NA 
+ 


= — 3 4.9 
y; |All TAI 49) 
BTR < BTR < t Hl (4.10) 
| Y+ (All 


Piaxll 一 [| 一 BEB) ATA AT 

= O —. BYE Bet) AA THY || 

= |(1 一 BBB#*)(B — AHA e| 

< |[El:llAt#xl| = Elly. (4.11) 
将 (4.7) 一 (4.11) 联系 让 来 , 便 得 出 估计 式 (4.3), 
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再 注意 到 , 当 rank( A) 一 rank(B) 一 2 时 ， 有 Pas? 一 0, 因 
m (4.7) 式 右 端 最 后 一 项 为 零 、 所 以 有 不 等 式 (4.6), [| 
3 4.1. 34 AEC", B = À + E,rank( A) = rank( B) =n 
时 ,由 (4.6) 式 可 知 , 方 程 组 Ax 一 已 的 解 x 与 方程 组 B(x + h)= 
b+ k JE x+ h, WE 
IAL © (UE, lA) 


x = > Val Alar! 
x (El, _ Wal 
=< — ea Relig Ln 

7 Or + -ibi ). 


这 与 定理 1.3 中 的 估计 式 (1.20) FWA, 

当 B 是 4 的 锐角 扰动 时 ,根据 分 解 式 信 .6) 与 (2.7), 可 以 分 别 
把 Vx Ub 记 作 x 和 6&5， 因此 无 妨 假 定 4 与 具有 约 简 形式 
(2.8) 与 (2.9)。 这 时 ,将 x 与 6 进行 相应 的 分 块 ; 


XI\r bi\r 
= t = ! . (4.12) 
* Oe eee (se 
于 是 ,最 小 二 乘 问 题 i 上 4x 一 Bl = min 的 最 小 范 数 解 x A 
x, = Arb, x, = 0, (4.13) 


紫外。 和 刹 余 向 量 
r, = b — Ax 
适合 
ir- = lb. 
在 下 面 的 讨论 中 ,常数 £4 与 已 分 别 如 (2.77) 式 和 (2.85) 式 所 
示 。 男 外 ,定义 1 为 满足 
[Bl] = nll A lla (4.14) 
的 非 负 常数 ， 由 b 一 Aix 可 推 知 ?了 委 1; 再 由 lxll < WATS! 
可 推 知 m 之 x。 所 以 5 满足 


Ky < n < 1. (4.15) 
IAQ! 设 x= Atb, x + h= Atb R), Bil 
hey < enll Paki |P abil, (4.16) 
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证 明 : 
利用 分 块 《4.12) 和 


hi\r R.Nr 
h =l.) k= (ER), 417) 
有 
h = Ank, h,= 0. 
AE 


IAI < lAa lkl. (4.18) 
根据 (4.14), =l = ibilal All, 与 (4.18) 联系 起 来 , 便 得 到 
JAI < ala Anh Nl En [Paki 
læ |] lb! |P ,b| 
注 4.2， 设 x 是 最 小 二 乘 问题 (4.1) 的 最 小 范 数 解 。 利 用 分 块 
(4.12) 和 关系 式 (4.13), 可 知 b = Ax + r, 具有 下 述 形 式 : 


人) C+ Ge) Gan 


Bil? = [Bll + re = JP. bl + dral’. 
代 人 《4.16)， 得 到 


inl < xP ak I/v BE — lire. (4.20) 


.上 式 表 明 : MRE lre 愈 大 , 则 最 小 二 乘 解 x 的 扰动 愈 大 . 
定理 4.3.5 1) 设 x 一 Aib,x 十 hh 一 Bt1b， 其 中 8 是 4 的 锐 


因此 ， 


角 扰动 ， 则 
Al — 。 lEn ll z Ey 
x tal +a dr) 
-allEulh IE 4 Wall 
E Al ("ig F Al ) 020 


其 中 Ó$, 是 对 应 于 谱 范 数 | hA we CAL (2.78) AM bo 的 性 质 
(v)). 
证 明 : 
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利用 (2.82) 和 《2.83)， 以 及 定 埋 2.13 证 明 中 的 记 写 ,有 


h= Btb — Atb = Ji (Bu: — An )b, 
+ (J — Ii) An’b, + JëBú (JA — I2)b. 
W ES Awa al. BAT F: 


A Bi — AÑ b, =< g Ew ll ; 
| 72 ) ol TT [| 


IC — TABI < dy (= <x.) (xi; 


最 后 一 项 
JBG (Jà — 14)b = JABRI + FRE) — 11b, 
+ JBG (I + FHF.) F Eb, 
其 中 
IJEBU + FAF, 2 — 116 
= | JBF + FHF,) FEF,5,| 
< BEIG + FaFa) ll Fill Fabl 
< | Br}! Zale Ea Ba bl 
< || Br lll Ell 
o Ealla? 
= G | ell, 
WABnC + FAF,)7'F.6,ll 
< TBA WlE all tds 


= (Ba Eal ol pact ay 


L 
== nk”? lEn ll bal yey 
lai ibi 


(4.22) 


(4.23) 


(4.24) 


(4.25) 


(4.26) 


(4.27) 


把 关系 式 (4.22 ) 一 (4.27) 联 系 起 来 , 便 得 到 估计 式 《4.21). O 
3.4.3. 4 AEC, Be À + E, rank( A) = rank(B) H}, 
由 (4.21) 可 知 , 方程 组 Ax = b 的 解 x 与 方程 组 B(x 二 有) 二 4b 


的 解 x+ h, WE 


{Al < 一 K I| E |l; k = A B 3 
| C WA’? 4 iB. 


根据 定理 1.2, 当 JAE <1 时 ,有 IB < Ahr J 
而 得 到 
k < IAIA Ihr = x/r 
和 
{AIl < £ IE |l; 

|x] ”> Al’ 
这 与 定理 1.3 的 结论 相 吻 合 . 

下 面 通 过 一 个 简单 的 例子 ,说明 本 节 的 定理 ， 

例 4.1. 


1 0.9999 1 0 0.0001 
mat 1 = 的 -人 -oom 
0 0 1 0 
1 1 | 
B -| som) -| 0 ) 
0 0 1 


计算 可 知 
/ 10000 一 9999 0 10000 ` 
Ai = | )， x= 4"b = ( )， 
—10000 


N —10000 10000 0 
zt ( 一 9999 10000 " 
10000 —10000 07° 


— 9999 — 19999 
x+ h— B'e = [ ) ,天 一 人 ) 


10000 20000 
利 
All _ m 28284 _ 
|| a° | 14142 


注意 到 rank (A) = rank( B) = 2, 并 昌 B 是 4 的 锐角 扰动 ,所 
以 可 以 沙 虑 直接 应 用 定理 4.1 或 定理 4.3 去 估计 IAI 
利用 谱 范 数 ,可 算出 
k > = Al At, = 1.99995 x 19999.5 == 39238 
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Y, = 1 — [ATI El, = 1 — 19999.5 x 0.0001414 
= — 1.8279; 
因为 7, 二 0， 所 以 不 能 应 用 定理 4.1. 
W5 FED. Ae $4.3. 因为 B 中 的 Ey, 一 0， 所 以 佑 计 式 
(G21) 的 右 端 只 有 第 一 项 。 于 是 得 到 
WALL — BELI -i 上 五, 
pe FAP A Bul Eal 
= IBT lall Enl 
= 19999 x 0.0001414 = 2.828, 
估计 式 《4.21) 中 的 己 是 最 小 二 乘 问 题解 的 条 件数 ， 对 于 例 
4.1, 利用 谱 范 数 可 算出 
e = |All, But||: 1.99995 x 19999 = 39997 > l; 
因此 ,系数 矩阵 4 的 微小 扰动 ,引起 了 最 小 范 数 解 x 的 显著 改变 . 
刁 题 
li Ae C. B= A+ EWE rank(B) = rank (A). be 
C”, e= b+ h, x 是 |aáAx — bl = min 的 最 小 范 数 解 , 工 是 
[Bx 一 oll = min WA) ERR. GE V 8] re. = b — Ax 和 
Fe = e 一 Bx, WEDER 
lfe 一 ry!) < max{ JAP, 1B tHE Ibi + ill. 
2.4% AEC", B= A+ E ake rank(B) = rank (A), be 
Cm xX Dalz laz — bl = min 5 | Bx- — $| = min 的 最 小 
范 数 解 ， 证 明 渐 近 公式 Q 
& = x — APEP 48x + Pine" pix. + (ABAJI gui! P4b 
+ OC(IEW). 


第 五 章 说 明 


本 章 以 Stewart 的 综合 性 论文 [157] 为 线索 ， 
关于 线性 方程 组 解 的 扰动 ,主要 参 若 [138] 和 [171]; 关 于 广义 
DAJI o EABL) [151] 和 [183]; 天 于 投影 的 扰动 ,根据 作 
“361。 


者 的 论文 [23]; 关 于 线性 最 小 二 乘 问题 解 的 扰动 ,主要 参考 [133]、 
[1571301172], 

值得 指出 的 是 , 近 几 年 来 ,一 些 数 值 代数 专家 正在 研究 菜 些 特 
殊 类 型 的 最 小 二 乘 问题 ， 例 如 带 有 线性 约束 或 二 次 约束 的 最 小 二 
乘 问题 ,以 及 完全 最 小 二 乘 问题 ,等 等 ,它们 有 重要 的 应 用 背景 .有 
关 的 问题 及 其 扰动 分 析 ， 读 者 可 参阅 L84 L85], [93], [98] 和 
[133], 
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